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@ PHUGONG TiCH - TRUC DANG PHUGNG
OGO

Phuong tich truc ddng phuong la mot noi dung quan trong trong chuong trinh chuyén toan, la mot
phuong phép st dung pho bién va hitu hiéu trong viée chiing minh céc tinh chat hinh hoc phang. Noi
dung 1y thuyét ctia phan nay khong qué phiic tap khi hau hét dinh nghia déu dé hiéu va céc dinh If
tinh chat dugc ching minh khong qua kho, tuy nhién viéc ting dung 1a rat phong phii da dang, dé6
chinh 1& cai thd vi cia chuyén dé nay.

§1. PHUONG TiCH CUA MOT
DIEM DOI VOI DUONG TRON

@ Li THUYET VA Vi DU

Cho duong tron tam O ban kinh R va diém M c6 dinh, OM = d. Mot dudng thing thay doi
qua M cit dudng tron tai hai diem A, B. Khi dé

MA-MB = d* - R? (3.1)

Chiung minh.

Vé dudng kinh BC'. Khi dé ta co: B
A JB = MC - MB = (MO + 0C) (MO + OB)

— OM? — OB A

=OM?* - R?

=d* - R M O

: - \N
Pinh nghia 3.1 /4 \

Gia tri khong d6i MA - MB = d*> — R? trong dinh 1y 3.1 dugc goi la phuong tich ciia diém
M déi v6i dudng tron (O; R) va ki hicu 1a Zy0). Ta c6

Prijo) = MA-MB = &> — R?

Chu ¥, trong truong hop duong tron suy bién thanh 1 diém, tic 1a duong tron ¢é ban kinh
bing 0 thi phuong tich ctia diém M dén duong tron diém tam O la OM?>.
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Tinh chét 3.1. Hai duong thang AB,CD cit nhau tai M. Khi d6 A, B,C, D ciing thudc mot
duong tron khi va chi khi

MA-MB=MC-MD

Chung minh.
Gia st duong tron ngoai tiép tam giac ABC' cat B
CD tai D’. Khi d6 ta c6 theo dinh 1y 3.1 ta c6

MA-MB=MC-MD'

suy ra

MC-MD=MC-MD' = D=D'

tit dé 4 diém A, B, C va D ciing thuoc mot dudng C
tron.
Tinh chat 8.2. Ta c¢6 tinh chét sau:

(a) Khi M nam tren (O) thi Py 0y =0
(b) Khi M nim ngoai dudng tron (O) va MT la tiép tuyén ctia (O) thi Py 0) = MT?
(c) Néu A, B cb dinh va AB - AM khong ddi thi M cb dinh.

Tinh chat 3.3. Cho 4 diém A, B,C, D 13 hang diém diéu hoa. Goi I 1 trung diém doan AB va K
la trung diém doan C'D. Khi dé:

o« TA*=TC-TD (Heé thitc Newton ).

e AC-AD = AB - AK (Hé thitc Maclaurin ).

Dinh nghia 3.2 )
Néu duong tron suy bién thanh diém, ttc la dudng tron cé ban kinh bang 0 thi phuong tich
ctia diém A dén duong tron d6 bang d?, véi d 1a khoang cach tit M dén diém do.
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Ta thudng st dung phuong tich dé thiét lap cac dang thiic hinh hoc, chiing minh tit gidc noi tiép, ta
bat dau véi cong thiic tinh khodng cach gita tam duong tron ngoai tiép va tam dudng tron noi tiép

clia ciing mot tam giac.

A h
Vi du 3.1. (Cong thitc Euler) Cho tam gidc ABC c¢6 dudng tron ngoai tiép 1a (O; R) va
duong tron noi tiép la (7;7). Ching minh réng

Ol =V R?—-2Rr

P Loi giai
Nhan xét:
e Xét phuong tich ctia I d6i véi (0) ta c6 21/(0)) = R* — 10?
e Ta can tinh phuong tich ctia diém I d6i véi duong tron O theo R, 7.

T nhan x¢ét trén, ta c6 16i gidi nhu sau:

Ta co E
P10y =1IA-1D = R* - O A

suy ra
O’=R*—TA-ID

Vé duong kinh DE, ta c6 tam giac AFI va ECD dong
dang, suy ra Al -CD =1F - DE.

Ma
CD=1ID,IF =r,DE=2R=IA-ID =2Rr B C
Vay
OI’ = R* —2Rr = IO = VR? — 2Rr. D
A

Vi du 3.2. (IMO 2009) Cho tam gidc ABC nai tiép dudng tron tam O, cac diém @, P trén
canh AB, AC. Goi M, L, K la trung diém ctia PQ,CQ. BP. Gia sit PQ la tiép xtic v6i dudng
tron ngoai tiép tam gidc K LM. Chiing minh OP = OQ.

P Lsi giai

Nhan xét: Dé chitng minh hai diém cach déu tam O ta can chiing minh phuong tich ctia hai diém
d6i vé6i (O) 1a bang nhau.
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Ta c6 AB ) MK va AC' JJ AC nén Z/BAC = ZKML va
JAQP = ZOMK = /KLK, suy va AAQP «~ AMLK,
Tu do

AQ ML QB
Do d6 phuong tich ctia P va Q dén (ABC) bang nhau
nen OP = 0Q.

AN )
Vi du 3.3. (Bé6 dé Haruki) Cho duong tron w va hai day cung AB,CD. P la mot diém
thuoc duong tron tréen cung AB khong chia C, D. PC, PD cit AB lan lugt tai E va F.Ching
minh rang

AFE - BF
EF

khong phu thuoc vao vi tri diém P.

r— - -

P Lai giai

Duong tron ngoai tiép tam gidc PED cit AB tai diém G.
Ta ¢c6 ZDGE = /DPE khong doi, suy ra G la giao diém cta
AB va cung chitc goc ZDPC dung trén doan BD nén G cb B

dinh. GI\A
Ta co

FA-FB=FP.-FC=FE-FG C

hay
(AE + FE)FB = FE(FB + BG)

AE-FB .
suy ra —F - BG khong doi.
T bd dé Haruki ta ¢c6 mot cach chiing minh khéc cho dinh 1f con buém néi tiéng.
A

Vi du 3.4. (Dinh 1i con buém) Cho dudng tron w va day cung PQ. M la trung diém PQ.
Hai day cung AB,CD qua M sao cho A, C ciing phia déi véi PQ. Goi E, F la giao diém ciia
AD va BC v6i PQ. Chitng minh M 1 trung diém cta EF.

P Loi giai
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Ap dung bd dé Haruki ta c6:

EP-MQ FQ-MP

ME — MF
EP FQ EP+EM FQ+FM
M\ = e = g = .
aMP AﬂgmnEM__MF:> oI T = ME =MF

AN
Vi du 3.5. Cho tam giac ABC nhon, dudng cao tit B cit duong tron duong kinh AC tai D, E;
duong cao tit C' cat duong tron duong kinh AB tai F,G. Ching minh ring 4 diém D, E, F,G
cung thudc mot dusng tron.

P Loi giai

Goi P, @, R la chan dudng cao tit B,C va A; H la tryc tAm tam giac.

Taco HE-HD = HA-HR = HF - HG. Suy ra D, E, F, G cung nam trén mot dudng tron.[J
A )
Vi du 3.6. (Chon d6i tuyén trusng PTNK nam 2008). Cho tam gidc ABC c6 dinh A
c6 dinh va B, C thay doi trén dudng thang d c6 dinh sao cho néu goi A’ 1a hinh chiéu ciia A
len d thi A’B - A’C’ am va khong déi. Goi M 1a hinh chiéu ctia A’ len AB. Goi N 1a hinh chiéu
ciia A’ len AC, K 1a giao diém clia cac tiép tuyén ctia dudng tron ngoai tiép tam giac A'MN
tai M va N. Chiing minh ring K thudc mot duong thang cb dinh.

= ————————m — -
P Ldi giai
Nhan xét:
e Viéc dau tién ta c6 thé diy doan duge quy tich K thong qua viec vé hinh.
e Dé giai bai toan, trudc hét ta phai tim duge cac yéu t6 ¢d dinh phu.

e Chil ¥ cac yéu to cb dinh c6 sin, va khai thac gia thiét A’B - A’C khong doi, lien tudng dén
phuong tich ctia A" dbi véi (ABC) va AA" 1a dudng thang c6 dinh, tit d6 tim duge cac diém
¢6 dinh ban dau trong bai nay.

Goi F la trung diém AA’, D la giao diém ctia AA" va

A
(ABC). Tit

A'A-AD=AB-AC

ta c6 D c¢b dinh.
Goi Z la giao diém ctia M N va AA'.
Ta c6 BDZM nai tiép, suy ra

AZ-AD = AM - AB = AA”

suy ra Z c6 dinh.
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Goi T 1a giao diém ctia AK va M N, Y la hinh chiéu ctia K trén AA’, ta c¢6 ti giac ZTKY noi tiép,
do dé
FZ-FY =FT -FK = FN? = FA?

dang thitc tren két hop véi F, Z c¢6 dinh F'A khong doi, nén Y ¢6 dinh, ma Y K song song véi BC
tit d6 K nam trén dudng thing qua Y song song véi BC cb dinh.

A )
Vi du 3.7. (IMOSL 2013) Cho ABC la tam gidc ¢c6 £ZB > ZC. Goi P va @ i hai diém
khac nhau trén dudng thing AC sao cho ZPBA = ZQBA = ZACB va A nam giita P va C.
Gia sit ring ton tai mot diém trong D clia doan BQ ma tai d6 PD = PB. Cho tia AD c#t
duong tron ABC tai R # A. Ching minh ring QB = QR.

P Lsi giai

e Taco AABQ «~ ANACB = AQ - AC = AB*
Va ZARB = /ACB = /ABD = NABD «~ ANARB = AD - AR = AB>.
T (1) va (2) ta c6 AD - AR = AQ - AC nén CDQR noi tiép.

e /PBA = ZACB nén PB la tiép tuyén ciia (ABC), suy ra PA- PC = PB* = PD? tit d6
APDC «~ ANPAD = /PDA = /PCD = ZQRA.

e Khi do
/QRB = /ARB + ZARQ = LZACB + ZADP

N

va
LQBR =/ZQDR—/ZARB = ZADB—-/ACB = ZADP+/PDB—-/ACB = ZADP+/ACB

Tu d6 ZQBR = ZQRB,suy ra tam giac QBR can tai Q.
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