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½CHƯƠNG½

1
£££

MỆNH ĐỀ - TẬP HỢP - ÁNH XẠ

§1. MỆNH ĐỀ - MỆNH ĐỀ CHỨA BIẾN

A LÝ THUYẾT

Định nghĩa 1.1. Một Mệnh đề lôgic (gọi tắt là mệnh đề) là một câu khẳng định
đúng hoặc khẳng định sai.
Một câu khẳng định đúng được gọi là mệnh đề đúng. Một câu khẳng định sai gọi
là một mệnh đề sai. Tính "Đúng" hay "Sai" của mệnh đề được goi là chân trị của
mệnh đề.
Một mệnh đề không thể vừa đúng vừa sai.
Một mệnh đề thường được ký hiệu bằng các chữ cái in hoa: P, Q, R...

Định nghĩa 1.2. Cho mệnh đề P. Mệnh đề "Không phải P" được gọi là mệnh đề phủ
định của P và kí hiệu là P.

Tính chất 1.1. Mệnh đề P đúng thì mệnh đề phủ định P sai và ngược lại.

P P

Đ S

S Đ

Định nghĩa 1.3. Cho hai mệnh P và Q. Khi đó mệnh đề "P và Q" được gọi là mệnh
đề hội. Kí hiệu

P ∧Q

Tính chất 1.2. Mệnh đề P ∧Q đúng khi P và Q cùng đúng, và sai trong các trường
hợp còn lại.
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P Q P ∧Q

Đ Đ Đ

Đ S S

S Đ S

S S S

Định nghĩa 1.4. Cho hai mệnh P và Q. Khi đó mệnh đề "P hoặc Q" được gọi là
mệnh đề tuyển hay mệnh đề hoặc. Kí hiệu

P ∨Q

Tính chất 1.3. Mệnh đề P ∨ Q sai khi P và Q cùng sai, và đúng trong các trường
hợp còn lại.

P Q P ∨Q

Đ Đ Đ

Đ S Đ

S Đ Đ

S S S

Định nghĩa 1.5. Cho hai mệnh đề P và Q. Mệnh đề "Nếu P thì Q" được gọi là mệnh
đề kéo theo và ký hiệu P⇒ Q.

Định nghĩa 1.6. Cho mệnh đề kéo theo P ⇒ Q. Khi đó mệnh đề Q ⇒ P được gọi
là mệnh đề đảo của mệnh đề P⇒ Q.
Mệnh đề P⇒ Q chỉ sai khi P đúng Q sai.

Tính chất 1.4. Mệnh đề P⇒ Q sai khi P đúng Q sai và đúng trong các trường hợp
còn lại.
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P Q P⇒ Q

Đ Đ Đ

Đ S S

S Đ Đ

S S Đ

Định nghĩa 1.7. Cho hai mệnh đề P và Q. Mệnh đề có dạng "P nếu và chỉ nếu Q"
được gọi là mệnh đề tương đương và kí hiệu là P⇔ Q.

Tính chất 1.5. Mệnh đề P⇔ Q đúng khi cả hai mệnh đề kéo theo P⇒ Q và Q⇒ P
đúng và sai trong các trường hợp còn lại.

P Q P⇔ Q

Đ Đ Đ

Đ S S

S Đ S

S S Đ

Định nghĩa 1.8. Một biểu thức mệnh đề là một biểu thức trong đó gồm một hay
nhiều mệnh đề và các phép toán trên mệnh đề.

Định nghĩa 1.9. (a) Mệnh đề hằng đúng là mệnh đề luôn nhận chân trị đúng.

(b) Mệnh đề hằng sai là mệnh đề luôn nhận chân trị sai.

Định nghĩa 1.10. Hai mệnh đề P và Q (biểu thức mệnh đề) được gọi là tương
đương logic nếu mệnh đề P⇔ Q là hằng đúng.
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Tính chất 1.6. Ta có một số tương đương logic trong bảng sau:

Xét các phát biểu

• P(n): "n + 1 là số chính phương". (1)

• Q(x,y): "x + y chia hết cho 2". (2)

Mỗi phát biểu trên là câu khẳng định chứa một hay nhiều biến (n,x,y..). Tính đúng
sai của chúng phụ thuộc vào giá trị của biến.

Định nghĩa 1.11. Các phát biểu dạng (1), (2)... được gọi là mệnh đề chứa biến.

• Cho mệnh đề chứa biến P(x) với x ∈ X là một tập hợp nào đó. Khi đó khẳng
định có dạng "Với mọi x thuộc X thì P(x) đúng" (hay "P(x) đúng với mọi x
thuộc X") là một mệnh đề và được kí hiệu là

"∀x ∈ X, P(x) hoặc ∀x ∈ X : P(x)."

• Cho mệnh đề chứa biến P(x) với x ∈ X là một tập hợp nào đó. Khi đó khẳng
định có dạng "Tồn tại x thuộc X để cho P(x) đúng" là một mệnh đề và được kí
hiệu là

"∃x ∈ X, P(x) hoặc ∃x ∈ X : P(x)."

Định lí 1.1. Mệnh đề phủ định của mệnh đề chứa lượng từ ∀ và ∃:

• ∀x ∈ X : P(x) = ∃x ∈ X : P(x).

• ∃x ∈ X : P(x) = ∀x ∈ X : P(x).

B BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI

Ví dụ 1.1. Cho P, Q là các mệnh đề. Chứng minh các mệnh đề sau là tương đương
logic.

(a) P⇒ Q và P ∨Q.

(b) P ∨Q và P ∧Q.

(c) P ∧Q và P ∨Q.

Ví dụ 1.2. Tìm mệnh đề phủ định của các mệnh đề sau và xét chân trị của chúng.
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(a) A= "Có vô hạn các số tự nhiên".

(b) B= "Có hữu hạn số chia hết cho 5".

(c) C=" Phương trình |x2 + 1|=1 vô nghiệm".

(d) D="(72019 − 7)
...10".

Ví dụ 1.3. Các bạn Nam, Hùng, Dũng đang cưa cẩm cô X, trong lúc cô X hỏi lại thì
các bạn trả lời sự thật rằng.
Nam: Hùng có bồ và Dũng chưa có bồ.
Hùng:Nếu Nam có bồ thì Dũng cũng có bồ.
Vậy ai là người có bồ?

Ví dụ 1.4. Lớp 10 văn được chia thành 3 tổ: tổ A, tổ B và tổ C để tham gia văn nghệ
do trường tổ chức.

(a) Nếu tổ A tham gia thì tổ B không tham gia.

(b) Nếu cả tổ B và tổ C tham gia thì tổ A cũng phải tham gia.

Với quy ước trên khi tổ B tham gia thì tổ A và tổ C có tham gia hay không?

Ví dụ 1.5. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng. Viết mệnh đề phủ định.

(a) ∀x ∈ R : x2 ≥ −1

(b) ∀x ∈ R :
2
3
≤ |x| ≤ 5

4

(c) ∃n ∈N : n4 + n2 + 1 là số nguyên tố.

(d) ∀n ∈N : (n5 − n)
...15.

Ví dụ 1.6. Xét tính đúng sai của các mệnh đề sau và lập mệnh đề phủ định

(a) ∃n ∈ Q : n2 = 2

(b) ∃x ∈ R : x ≥ x2

(c) ∀n ∈N : n2 + 1 không chia hết cho 3.

(d) ∃n ∈N : 10n − 9n− 1 là số nguyên tố.
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C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 1.1. Giả sử Q có mệnh đề là Đ, hãy xác định chân trị của P, R, S nếu giá trị của
biểu thức mệnh đề sau cũng là Đ.(

Q→
((

P ∨ R
)
∧ S
))
∧
(
S→

(
R ∧Q

))
Bài 1.2. Dùng các tương đương logic đã biết để chứng minh các biểu thức mệnh
đề sau là hằng đúng:

(a) (P ∧Q)→ P

(b) P→
(

P→ P
)

(c) P→ (Q→ (P ∧Q))

(d) P ∨Q→ P

(e) ((P→ Q) ∧ (Q→ R))→ (P→ R)

Bài 1.3. Không lập bảng chân trị, sử dụng các tương đương logic đã biết để xét
mệnh đề G có phải là hệ quả của F không?

(a) F = P ∧ (Q ∨ R) và G = (P ∧Q) ∨ R.

(b) F = (P→ Q) ∧ (Q→ R) và G = P→ (Q→ R).

(c) F = P ∧Q và G =
(

P→ Q
)
∨
(

P→ Q
)
.

Bài 1.4. Chứng minh rằng

(a) A⇒ B = A ∨ B

(b) P⇒ Q = P ∨Q

(c) P⇒ Q = Q⇒ P (mệnh đề thuận và mệnh đề phản đảo là tương đương)

(d) Q⇒ P = P⇒ Q (mệnh đề đảo và mênh đề phản là tương đương)

Bài 1.5. Chứng minh

(a) P = P ∨ (P ∧Q)

(b) P = P ∧ (P ∨Q)
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Bài 1.6. Chứng minh mệnh đề (P ⇒ Q) ⇒ R không tương đương với mệnh đề
P⇒ (Q⇒ R).

Bài 1.7. Chứng minh rằng P⇔ Q = P⇔ Q

Bài 1.8. Chứng minh rằng

(a) P ∨Q = P ∧Q

(b) P⇒ Q = P ∧Q

(c) P⇐ Q = P ∧Q ∧Q ∧ P

Bài 1.9. Chứng minh

(a) (P⇒ Q)⇒ R = R⇒ P⇒ Q

(b) P⇒ (Q⇒ R) = (P ∧Q)⇒ R

Bài 1.10. Chứng minh các tương đương logic sau:

(a) (P ∨Q) ∧ P ∧Q = P

(b) (P ∨Q) ∧ R ∨Q = Q ∧ R

(c)
(
(P ∨Q) ∧

(
P ∨Q

))
∨Q = P ∨Q

(d) (P→ Q) ∧
(
Q ∧

(
R ∨Q

))
= P ∨Q

(e)
((

P ∨Q
)
→ (P ∧Q ∧ R)

)
= P ∧Q

Bài 1.11. Cho các mệnh đề sau, hãy tìm số lớn nhất các mệnh đề đúng.

(a) Angela Trinh là người diễn viên.

(b) T không giàu có.

(c) T giàu nhưng không là diễn viên.

(d) Nếu T là diễn viên thì T không giàu.

(e) T là người diễn viên khi và chỉ khi T giàu.

(f) Hoặc T là diễn viên, hoặc T là giàu nhưng không đồng thời cả hai.
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Bài 1.12. Có 3 học sinh A, B, C được xếp ngồi thành một hàng và nhìn về phía trước,
người ngồi sau chỉ nhìn thấy đầu của những người ngồi trước và không được quay
đầu lại. Các bạn này được biết trước là có 5 chiếc mũ: 3 màu xanh, 2 màu đỏ.
Người ta đội cho mỗi bạn này một chiếc mũ trong số 5 chiếc mũ đó. Sau đó người
ta yêu cầu các bạn đoán xem là mình đang đội mũ màu gì. Bạn A ngồi sau cùng trả
lời không biết, bạn B ngồi ở giữa cũng trả lời không biết. Do đó bạn C trả lời đúng
mình đội mũ màu gì. Hãy giải thích tại sao bạn C biết được điều đó.

Bài 1.13. Một nhóm học sinh gồm A,B,C được phân công trực nhật lớp trong 1 tuần
từ thứ 2 đến thứ 7, mỗi ngày trực không quá 2 người, riêng ngày thứ 7 trực 1 người.
Theo yêu cầu của GVCN:

(a) Nếu A không trực thì B phải trực

(b) Hai em B, C không đồng thời trực hoặc không đồng thời không trực.

Hỏi ai là người trực ngày thứ 7?

Bài 1.14. Bốn bạn Anh, Huy, Trường và Linh tham gia đội tuyển bóng đá của nhà
trường. Khi sắp xếp đội hình thi đấu với các đôi bạn, huấn luyện viên đưa ra chiến
thuật như sau:

(a) Nếu Huy tham gia trận đấu thì Anh cũng tham gia

(b) Nếu Linh không tham gia thì trường cũng không tham gia.

Trên cơ sở quy định trên hỏi:
- Nếu trong một trận đấu có Huy tham gia và Linh không tham gia thì Anh và
Trường có tham gia hay không?
- Nếu trong một trận đấu mà Anh không tham gia và Trường hoặc Huy tham gia
thì Linh có tham gia hay không?

Bài 1.15. Trong số những học sinh của lớp 10 Toán những học sinh không kém
Toán thì không kém Văn, những học sinh kém Văn thì không kém Ngoại ngữ và
những học sinh không kém Toán thì không kém Ngoại ngữ. Phân loại học sinh lớp
10 Toán người ta thấy:

(a) Số học sinh không kém ít nhất một trong ba môn Toán, Văn, Ngoại ngữ bằng
số học sinh kém ít nhất một trong 3 môn đó.

(b) Số học sinh không kém ít nhất hai trong ba môn trên bằng số học sinh bằng
số học sinh kém ít nhất hai trong ba môn đó.
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Chứng minh:
- Số học sinh kém 3 môn bằng số học sinh không kém cả 3 môn.
- Số học sinh không kém hai môn Văn và Ngoại ngữ bằng tổng số học sinh không
kém môn Văn và không kém môn Ngoại ngữ (số học sinh không kém chỉ một môn
Văn hoặc Ngoại ngữ).

Bài 1.16. Nhà trường cần xếp thời khoá biểu cho lớp 10 Toán 4 môn học Toán, Lý,
Hoá và Văn vào hai ngày thứ 3 và 4. Các giáo viên dạy các môn này đưa ra yêu cầu
như sau:

(a) Nếu giờ Toán vào thứ 3 thì môn Hoá phải vào thứ 4.

(b) Môn Toán hoặc môn Lý cần xếp vào thứ 3.

(c) Nếu môn Lý vào ngày thứ 3 thì môn Văn phải vào thứ 4.

(d) Môn Văn không thể dạy vào ngày thứ 4.

Hỏi thời khoá biểu được xếp như thế nào?

Bài 1.17. Ta có cơ sở tri thức mô tả mối quan hệ của các thành phần trong một tam
giác như sau:

(a) Nếu biết 3 cạnh của 1 tam giác ta có thể biết nủa chu vi của tam giác đó

(b) Nếu biết 2 cạnh và nữa chu vi của một tam giác thì ta có thể biết được cạnh
còn lại của tam giác đó

(c) Nếu biết được diện tích và một cạnh của một tam giác thì ta có thể biết được
chiều cao tương ứng với cạnh đó

(d) Nếu biết 2 cạnh và một góc kẹp giữa 2 cạnh đó của một tam giác thì ta có thể
biết được cạnh còn lại của tam giác đó.

(e) Nếu biết 2 cạnh và một góc kẹp giữa 2 cạnh đó của một tam giác thì ta có thể
biết được diện tích của tam giác đó

(f) Nếu biết ba cạnh và nữa chu vi của một tam giác thì ta biết được diện tích của
tam giác đó

(g) Nếu biết diện tích và đường cao của một tam giác thì ta biết được cạnh tương
ứng với đường cao của tam giác đó

Giả sử biết được 2 cạnh và và góc kẹp giữ hai cạnh đó. Hãy chứng minh rằng ta có
thể suy ra được đường cao tương ứng với cạnh còn lại.
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§2. TẬP HỢP - TẬP SỐ THỰC

A LÝ THUYẾT

Định nghĩa 1.12. Tập hợp là một khái niệm cơ bản (nguyên thuỷ) của toán học và
không được định nghĩa.
Ta thường kí hiệu tập hợp là các chữ cái in hoa. Phần tử x thuộc tập A kí hiệu là
x ∈ A, nếu x không thuộc A thì kí hiệu x /∈ A.
Tập hợp không chứa bất kì phần từ nào được gọi là tập rỗng. Ký hiệu ∅.

Ta thường cho một tập hợp bằng hai cách:

• Liệt kê phần tử. Ví dụ A = {1, 2, 3, 4}.

• Chỉ ra tính chất đặc trưng.

Định nghĩa 1.13. (Tập con) Tập A được gọi là tập con của tập B và kí hiệu A ⊂ B
nếu mọi phần tử của tập A đều là phần tử của tập B. Nói cách khác

A ⊂ B⇔ ∀x ∈ A⇒ x ∈ B.

Với mọi tập hợp A ta có ∅ ⊂ A và A ⊂ A.

Định nghĩa 1.14. (Tập hợp bằng nhau) Hai tập hợp A và B được gọi là bằng nhau
và kí hiệu A = B nếu mỗi phần tử của A cũng là một phần tử của B và mỗi phần
tử của B cũng là phần tử của A. Nói cách khác

A = B⇔ (A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A)

Hai tập hợp không bằng nhau (khác nhau) được kí hiệu A ̸= B.

Định nghĩa 1.15. Hợp của hai tập hợp A và B kí hiệu A ∪ B là một tập hợp bao
gồm tất cả các phần tử của thuộc A hoặc thuộc B. Nói các khác

A ∪ B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B}.
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Định nghĩa 1.16. Giao của hai tập hợp A và B, kí hiệu A ∩ B là tập hợp bao gồm
tất cả các phần tử thuộc cả A và B. Nói các khác

A ∩ B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}

Định nghĩa 1.17. Hiệu của hai tập hợp A và B, kí hiệu là A \ B là tập hợp bao gồm
tất cả các phần tử thuộc A nhưng không thuộc B. Nói cáck khác

A \ B = {x : x ∈ A ∧ x /∈ B}.

Định nghĩa 1.18. Cho A là tập con của tập E. Phần bù của A trong E, kí hiệu CE A
là tập hợp tất cả các phần tử của E mà không là phân tử của A. Nói cách khác, nếu
A ⊂ E thì

CE A = E \ A = {x : x ∈ E ∧ x /∈ A}.
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Định nghĩa 1.19. Cho X là một tập hợp P là một bộ phận của tập các tập con của
X. Ta nói rằng P là một phân hoạch của X khi và chỉ khi:

• ∀A ∈P thì A ̸= ∅;

• ∀A ∈P , ∀B ∈P , A ̸= B⇒ A ∪ B = ∅;

• ∀x ∈ X, ∃A ∈P , x ∈ A.

Tập các số tự nhiên N = {0, 1, 2, 3, · · · }.
Tính chất 1.7. • Tổng hai số tự nhiên là số tự nhiên.

• Tích của hai số tự nhiên là số tự nhiên.

• Mọi tập con của số tự nhiên đều có phần tử nhỏ nhất.

• Giữa hai số tự nhiên liên tiếp không có số tự nhiên nào.

• Tập số tự nhiên không bị chặn trên, bị chặn dưới.

• Mọi tập con bị chặn trên đều có phần tử lớn nhất.

Là tập các số tự nhiên và các số đối của nó.
Z = {· · · ,−2,−1, 0, 1, 2 · · · }.
Tính chất 1.8. Ngoài các tính chất có như tập các số tự nhiên, tập số nguyên có
thêm các tính chất sau:

• Hiệu hai số nguyên là một số nguyên.

• Mọi tập con bị chặn dưới đều có phần tử nhỏ nhất.

Định nghĩa 1.20. Tập hợp Q = {m
n
|m, n ∈ Z, n ̸= 0} được gọi là tập các số hữu tỷ.

Tính chất 1.9. • Tổng hiệu, tích thương của hai số hữu tỷ là một số hữu tỷ.

• Có tính trù mật, giữa hai số hữu tỷ có một số hữu tỷ.

Định nghĩa 1.21. Hợp của các số vô tỷ và các số hữu tỷ là tập số thực. Kí hiệu là R.

Tính chất 1.10. • Tổng hiệu tích thương của hai số thực là số thực.

• Giữa hai số thực có một số thực.

• Một tập khác rỗng hữu hạn của số thực có phần tử nhỏ nhất và phần tử lớn
nhất.
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Tính chất 1.11. (Nguyên lý Archimede) Cho d là số thực dương. Khi đó với mọi số
thực x tồn tại số tự nhiên n sao cho dn ≥ x.

Định nghĩa 1.22. Cho tập A khác rỗng là con của tập số thực. Khi đó

• Nếu A bị chặn trên thì tồn tại chặn trên nhỏ nhất.

• Nếu A bị chặn dưới thì tồn tại chặn dưới lớn nhất.

Định nghĩa 1.23. Các tập con của R.

B BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI

Ví dụ 1.7. Cho A = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, B = {3, 4, 5, 6, 7}.C = {x ∈ N, 3 < |x − 2| <
5}.

(a) Liệt kê các phần tử của C.

(b) Tìm A ∩ B và A ∪ B.

(c) Tìm (A ∪ C) \ B và B \ (A ∩ C).

Ví dụ 1.8. A = {x ∈N|x
...3} và B = {x ∈N|x

...6} và C = {x ∈N|x
...3}

(a) Chứng minh B ⊂ A, B ⊂ C.

(b) Chứng minh B = A ∩ C.

Ví dụ 1.9. Cho 2 tập khác rỗng: A = (m− 1; 5] và B = (−3; 2m + 3); m ̸= R. Tìm
m để

17



(a) A ∩ B ̸= ∅.

(b) A ⊂ B.

(c) B ⊂ A.

(d) (A ∩ B) ⊂ (−2; 4).

C BÀI TẬP

Bài 1.18. Chứng minh các đẳng thức sau:

(a) A ∩∅ = ∅

(b) A ∪∅ = A.

Bài 1.19. Cho A, B, C là các tập hợp. Chứng minh

(a) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C.

(b) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C.

(c) (A ∩ B) ⊂ A ⊂ (A ∪ B).

(d) A ∪ B = A⇔ B ⊂ A.

Bài 1.20. Cho các tập hợp A, B, C. Chứng minh

(a) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).

(b) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C).

Bài 1.21. Cho A, B, C, X là các tập hợp, trong đó A, B ⊂ X. Chứng minh

(a) CX(A ∩ B) = CX(A) ∪ CX(B).

(b) CX(A ∪ B) = CX(A) ∩ CX(B).

Bài 1.22. Cho các tập hợp A, B, C. Chứng minh rằng:

(a) A ∪ B = A ∩ C⇔ B ⊂ A ⊂ C.

(b) A ∪ (B ∩ (A ∪ C)) = A ∪ (B ∩ C).

Bài 1.23. Cho các tập A, B, C, A′, B′, C′ là tập con của X thỏa:

• A ∪ B ∪ C = X;

• A ∩ B = A′ ∩ B′, A ∩ C = A′ ∩ C′, B ∩ C = B′ ∩ C′.
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• A ⊂ A′, B ⊂ B′, C ⊂ C′.

Chứng minh X = X′, Y = Y′, Z = Z′.

Bài 1.24. Cho A, B là các tập con của X, ta kí hiệu đối xứng A△B = (A∩ (X \ B))∪
(B ∩ (X \ A)). Chứng minh rằng:

(a) A△∅ = A.

(b) A△A = ∅.

(c) A△X = X \ A.

Bài 1.25. Cho tập số tự nhiên N và số nguyên k ≥ 2. Đặt At = {x ∈ N|x ≡ t(
mod k)} với t = 0, 1, · · · , k− 1. Chứng minh các tập At là một phân hoạch của N.

Bài 1.26. Cho tập hợp E, P là một phân hoạch của E, A là một bộ phận của P .
Đặt F = {x ∈ E|∃A ∈ A , x ∈ A}. Chứng minh A là một phân hoạch của F.

Bài 1.27. Cho E là một tập hợp, n ∈N∗, Ao, A1, · · · , An là tập con của E sao cho

∅ ⊊ A1 ⊊ A2 ⊊ · · · ⊊ An = E

Đặt B1 = A1 \ Ao, Bn = An \ An−1. Chứng minh B1, B2, · · · , Bn là một phân hoạch
của E.

Bài 1.28. Lớp 10A có 40 học sinh, trong đó có 15 bạn được xếp học lực giỏi, 20 bạn
được xếp hạnh kiểm tốt, 10 bạn vừa học lực giỏi vừa hạnh kiểm tốt.

(a) Hỏi lớp 10A có bao nhiêu bạn được khen thưởng, biết để được khen thưởng
thì bạn đó hoặc phải có học lực giỏi hoặc phải có hạnh kiểm tốt.

(b) Lớp 10 A có bao nhiêu bạn chưa có học lực giỏi và chưa có hạnh kiểm tốt?

Bài 1.29. Lớp 10A có 9 học sinh giỏi môn Toán, 10 học sinh giỏi môn Văn và 8 học
sinh giỏi môn tiếng Anh. Biết trong đó có 3 học sinh giỏi cả hai môn Văn và Toán, 3
học sinh giỏi cả hai môn Văn và tiếng Anh, 4 học sinh giỏi cả hai môn Toán và tiếng
Anh, có 4 học sinh giỏi đúng hai môn. Hỏi có bao nhiêu học sinh của lớp:

(a) Giỏi cả 3 môn.

(b) Giỏi đúng 1 môn.

Bài 1.30. Trong số 200 học sinh của một trường học có 50% học sinh biết chơi bóng
chuyền, 65% học sinh biết chơi bóng bàn, còn 15% học sinh không biết chơi môn
nào trong cả hai môn này cả. Hỏi có bao nhiêu học sinh biết chơi cả hai môn bóng
chuyền và bóng bàn?
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Bài 1.31. Cho A là tập con của tập các số hữu tỷ dương thỏa:

• 1 ∈ A.

• Nếu x ∈ A thì x + 1 ∈ A.

• Nếu x ∈ A thì
1
x
∈ A.

Chứng minh A là tập các số hữu tỷ dương.

Bài 1.32. Cho tập hợp X, F là một họ các tập con có r phần tử của X sao cho giao
của r + 1 tập bất kì thuộc F khác rỗng. Chứng minh giao tất cả các tập trong F khác
rỗng.

Bài 1.33. Một tập hợp có ít nhất 3 số nguyên dương phân biệt được gọi là tập đều
nếu bỏ đi một phần tử bất kì thì các số còn lại có thể chia thành hai tập hợp mà tổng
các số trong hai tập hợp đó bằng nhau. Tìm số phần tử nhỏ nhất của một tập đều.

Bài 1.34. Giả sử tập các số tự nhiên được phân hoạch thành hai tập A và B. Chứng
minh rằng với mọi số tự nhiên n tồn tại a, b sao cho a, b, a + b ∈ A hoặc a, b, a + b ∈
B.

Bài 1.35. Cho các số thực x, y, z khác 0 thỏa xy, yz, xz là các số hữu tỉ.

(a) Chứng minh x2 + y2 + z2 là số hữu tỉ.

(b) Giả sử x3 + y3 + z3 cũng là số hữu tỉ. Chứng minh x, y, z là các số hữu tỉ.

Bài 1.36. Tìm tất cả các bộ số hữu tỉ dương (x, y, z) sao cho x +
1
y

, y +
1
z

, z +
1
x

là

các số nguyên.

Bài 1.37. Tìm các tập con A khác rỗng của tập {2, 3, 4, 5, 6, ...} sao cho với mọi n ∈ A
thì cả n2 + 4 và ⌊

√
n⌋+ 1 cũng thuộc A.

Bài 1.38. Tập hợp M chứa 4 số nguyên phân biệt được gọi là tập liên kết nếu với
mỗi x ∈ M thì ít nhất một trong hai số x − 1, x + 1 thuộc M. Gọi Un là số tập con
liên kết của tập {1, 2, ..., n} .

(a) Tính U7.

(b) Xác định giá trị nhỏ nhất của n sao cho Un ≥ 2019.

Bài 1.39. Tám số tự nhiên liên tiếp được chia vào hai tập, mỗi tập gồm bốn số.
Chứng minh rằng nếu tổng bình phương của các số trong mỗi tập bằng nhau thì
tổng các số trong mỗi tập này cũng bằng nhau.
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Bài 1.40. Tìm tất cả các cặp (X, Y) là các tập con của tập các số nguyên thỏa mãn
đồng thời các điều kiện sau:

(1) Mỗi tập X, Y có 3 phần tử.

(2) 3 ∈ X và 5 ∈ Y.

(3) Tập X ∩Y có đúng một phần tử.

(4) Nếu a, b là hai phần tử phân biệt của X thì a + b ∈ Y.

Bài 1.41. Cho hai tập A, B thoả mãn CR A = (2,+∞), CRB = (−∞, 1) ∪ [3,+∞).
Hãy xác định các tập A ∩ B, A ∪ B, A \ B, B \ A và phần bù của các tập trên.

Bài 1.42. Cho A = [
1
2

,+∞), B = {x ∈ R : |2x − 1| ≤ 1}. Tìm A ∩ B, A ∪ B, A \
B, B \ A và phần bù của các tập trên.

Bài 1.43. Cho tập A = [−2, 7], B = (m,+∞). Tuỳ theo giá trị của m hãy tìm A ∩ B.

Bài 1.44. Cho A = (2m− 1, 2m + 3), B = (−1, 1]. Tìm m để

(a) A ⊂ B.

(b) B ⊂ A.

(c) A ∩ B = ∅.

(d) A ∩ B có đúng 1 số nguyên.

Bài 1.45. Cho hai tập khác rỗng A = (m− 3; 4), B = (−4, 2m). Hãy xác định m để:

(a) A ∩ B = ∅

(b) A ⊂ B

(c) B ⊂ A

(d) (A ∩ B) ⊂ (−2, 3).

Bài 1.46. Cho hai tập khác rỗng A = (m− 1, 4], B = (−2, 2m + 2). Xác định m để:

(a) A ∩ B = ∅.

(b) A ⊂ B.

(c) B ⊂ A.

(d) A ∩ B ⊂ (−1, 3).

Bài 1.47. Cho A = [−3; 3], B = [m; 3m + 1).

(a) Khi m = 1. Tìm A ∪ B, A\B.

(b) Tìm m ∈ Z để A ∩ B = {0}.

Bài 1.48. Cho A = (2;+∞), (−∞; m).
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(a) Tìm m để A ∩ B khác rỗng.

(b) Tìm m để A ∪ B = R.

(c) Tìm m để A ⊂ B.

Bài 1.49. Cho A = [2m− 1;+∞), B = [m;+∞).

(a) Tìm m để A ⊂ B.

(b) Tìm m để B ⊂ A.

Bài 1.50. Cho hai tập hợp A = (−∞; 2m− 7) và B = (13m + 1;+∞). Số nguyên m
nhỏ nhất thỏa mãn A ∩ B = ∅ là

Bài 1.51. Cho số thực a ̸= 0. Tìm cần và đủ để của a để giao của hai tập hợp

A = (−∞; a) và B =

(
3a− 4

2
;+∞

)
khác tập ∅
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§3. ÁNH XẠ

A ĐỊNH NGHĨA VÀ VÍ DỤ

Định nghĩa 1.24. Cho hai tập hợp A và B khác rỗng. Một quy tắc cho tương ứng
mỗi phần từ x ∈ A với một và chỉ một phần tử y ∈ B được gọi là một ánh xạ từ A
vào B.

Định nghĩa 1.25. Ánh xạ f : A → B được gọi là đơn ánh nếu với mọi x, y ∈ A mà
f (x) = f (y)⇒ x = y.
Nói cách khác, ánh xạ f là đơn ánh khi và chỉ khi với mọi y ∈ B thì tập hợp f−1(y)
có không quá một phần tử.

Định nghĩa 1.26. Ánh xạ f : A→ B là toàn ánh khi và chỉ khi mọi y ∈ B thì tồn tại
x ∈ A sao cho f (x) = y.
Nói cách khác, f là toán ánh khi và chỉ khi với mọi y ∈ B thì f−1(y) khác rỗng.

Định nghĩa 1.27. Một ánh xạ f : A → B là song ánh nếu vừa đơn ánh vừa toàn
ánh.
Nói cách khác, f là một song ánh khi và chỉ khi với mọi y ∈ B thì tập f−1(y) có
đúng một phần tử.

Ví dụ 1.10. Trong các qui tắc sau quy tắc nào là ánh xạ. Ánh xạ nào là đơn ánh,
toàn ánh, song ánh?

(a) Qui tắc f : A→ A thỏa f (x) = x, tức là cho tương ứng mỗi phần tử với chính
nó.

(b) f : Z → R thỏa f (x) = −1 nếu x < 0, f (x) = 1 nếu x > 0 và f (x) = 0 nếu
x = 0.

(c) Cho −→a . Với mỗi điểm M thuộc mặt phẳng cho tương ứng với M′ sao cho
−−→
MM′ = −→a .

(d) Cho tập X, A là tập con khác rỗng của X. Xét f : X → {0, 1} thỏa f (x) = 1
nếu x ∈ A, f (x) = 0 nếu x /∈ A.

(e) Cho f : R→ R thỏa x 7→ y thỏa y2 = x.

(f) Cho f : R2 → R thỏa f (a, b) = ab.
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Định nghĩa 1.28. Cho tập A số nguyên dương n và X = {0, 1, 2, · · · , n}. Nếu tồn
tại một song ánh từ A vào X thì khi đó ta nói A có hữu hạn phần tử và số phần tử
của A là n. Kí hiệu |A| = n.
Nếu A không khác rỗng và không có hữu hạn phần tử, ta nói A là tập vô hạn.

Tính chất 1.12. Cho A, B là các tập hữu hạn.

• Nếu tồn tại một đơn ánh từ A vào B thì |A| ≤ |B|.

• Nếu tồn tại một toàn ánh từ A vào B thì |A| ≤ |B|.

• Nếu tồn tại một song ánh từ A vào B thì |A| = |B|.

Định nghĩa 1.29. Nếu A là tập vô hạn. Nếu tồn tại một song ánh từ A vào N thì ta
nói tập A là tập vô hạn đếm được. Ngược lại thì gọi là vô hạn không đếm được.

Ví dụ 1.11. Xây dựng một song ánh từ tập A = {1, 2, · · · , n} vào tập các dãy nhị
phân có độ dài n. Từ đó suy ra số tập con của tập có n phần tử.

B ÁNH XẠ HỢP - ÁNH XẠ NGƯỢC

Định nghĩa 1.30. Cho song ánh từ f : A → B. Ta xây dựng một ánh xạ từ B vào A
như sau: với mỗi phần tử b ∈ B cho tương ứng với phần tử a ∈ A thỏa a = f−1(b),
ánh xạ đó được gọi là ánh xạ ngược của f , kí hiệu là f−1.
Ta có

f−1 : B→ A, f−1(x) = y⇔ f (y) = x

Ví dụ 1.12. Ánh xạ ngược của ánh xạ đồng nhất là ánh xạ đồng nhất.

Ví dụ 1.13. Cho A = {1, 2, 3}, B = {a, b, c}.Xét song ánh từ A → B là f (1) =

b, f (2) = a, f (3) = c. Khi đó ánh xạ ngược f−1 từ B → A là f−1(a) = 2, f−1(b) =
1, f−1(c) = 3.

Định nghĩa 1.31. Cho f : A→ B, g : B→ C khi đó ánh xạ g ◦ f : A→ C thỏa

g ◦ f (a) = g( f (a))

được gọi là ánh xạ hợp.

Ví dụ 1.14. Cho f : R→ R, f (x) = 2x+ 1, g : R→ R, g(x) = x2. Khi đó g ◦ f (x) =
(2x + 1)2 và f ◦ g(x) = 2x2 + 1.

Ví dụ 1.15. f : A→ B là song ánh thì f ◦ f−1 = Id ánh xạ đồng nhất.
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C BÀI TẬP

Bài 1.52. Trong các quy tắc sau, quy tắc nào là ánh xạ?

(a) Xét quy tắc f từ tập các số nguyên Z vào X = {−1, 0, 1} sao cho với mỗi

x ∈ Z thì: f (x) =


−1 khi x < 0

0 khi x = 0

1 khi x > 0

(b) Xét quy tắc cho tương ứng mỗi số thực dương x với số thực y sao cho y2 = x.

(c) Cho tương ứng các điểm M thuộc mặt phẳng với các điểm M′ thuộc mặt

phẳng sao cho
−−→
MM′ = −→u cho trước.

(d) Trong mặt phẳng cho tương ứng điểm M với điểm M′ sao cho MM′ = r > 0
cho trước.

(e) Trong mặt phẳng cho đường thẳng d. Quy tắc cho tương ứng M thuộc d ứng
với M, M không thuộc d ứng với M′ sao cho MM′⊥d.

(f) Quy tắc cho tương ứng mỗi số hữu tỷ ứng với 1, mỗi số vô tỷ ứng với 0.

Bài 1.53. Trong các ánh xạ ở bài trên, ánh xạ nào là đơn ánh, song ánh, toàn ánh?

Bài 1.54. Trong các ánh xạ sau, ánh xạ nào là đơn ánh, toàn ánh, song ánh?

(a) Ánh xạ f : R→ R thỏa f (x) = x3.

(b) Ánh xạ f : Z→N thỏa f (x) = |x|.

(c) Cho tương ứng mỗi số thực với phần nguyên của nó.

Bài 1.55. Cho ánh xạ f : R→ R : f (x) = x2 + 3x + 1.

(a) f có là đơn ánh?

(b) f có là toàn ánh không?

Bài 1.56. Cho f : (0; 1)→ (0;+∞) thỏa f (x) =
x

1− x
.

(a) Tìm f ( f (x)).

(b) Chứng minh f là song ánh.

(c) Tìm ánh xạ ngược của f .

25



Bài 1.57. Cho A, B, C, D là các tập con của X. Đặt χD (x) =

{
1 khi x ∈ D

0 khi x /∈ D
. Chứng

minh rằng:

(a) Quy tắc trên là ánh xạ từ X vào {0, 1}.

(b) χA.χA = χA, χX\A = 1− χA

(c) χA∩B = χA.χB, χA∪B = χA + χB − χA.χB

(d) χA ⩾ χB ⇔ B ⊂ A, χA ≡ 0⇔ A = ∅

Bài 1.58. Cho f : X → Y. A, B là các tập con của X; C, D là các tập con của Y. Đặt
f (A) = { f (x)|x ∈ A} là tập ảnh của A; f−1(C) = {x ∈ X| f (x) ∈ X} là tạo ảnh của
C.

(a) Chứng minh nếu A ⊂ B thì f (A) ⊂ f (B).

(b) Nếu C ⊂ D thì f−1(C) ⊂ f−1(D).

(c) f (A ∪ B) = f (A) ∪ f (B).

(d) f (A ∩ B) ⊂ f (A) ∩ f (B). Và f (A ∩ B) = f (A) ∩ f (b) khi f là đơn ánh.

(e) f−1(C ∩ D) = f−1(C) ∩ f−1(D) và f−1(C ∪ D) = f−1(C) ∪ f−1(D).

(f) A ⊂ f−1( f (A)).

Bài 1.59. Cho h : A→ B, g : B→ C và f : C→ D.

(a) Chứng minh rằng nếu f ◦ g là đơn ánh thì g đơn ánh.

(b) Nếu h ◦ g là toàn ánh thì h cũng là toàn ánh.

(c) Nếu h, g là đơn ánh(toàn ánh, song ánh) thì h ◦ g cũng là đơn ánh (toàn ánh,
song ánh).

(d) Nếu h là song ánh thì h−1 cũng là song ánh.

(e) Nếu h ◦ g và f ◦ h là song ánh thì f , h, g cũng là song ánh.

Bài 1.60. Cho ánh xạ f : R 7→ {0, 1} , f (x) =

{
1 khi x ∈ Q

0 khi x /∈ Q

(a) Tìm tập ảnh của f .
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(b) Tìm f−1 (1) , f−1 (0)

(c) f có là song ánh không? Vì sao?

Bài 1.61. Cho A và B là hai tập hợp sao cho có một đơn ánh từ A vào B. Chứng
minh rằng có một toàn ánh từ B vào A.

Bài 1.62. Cho A và B là hai tập hợp sao cho có một toàn ánh từ A vào B. Chứng
minh rằng có một đơn ánh từ B vào A.

Bài 1.63. Tìm một song ánh từ tập tập các số tự nhiên chẵn đến tập các số tự nhiên
lẻ.

Bài 1.64. Tìm một đơn ánh từ tập các số tự nhiên đến tập các số nguyên.

Bài 1.65. Tìm một song ánh từ tập các số tự nhiên đến tập các số nguyên.

Bài 1.66. Tìm một song ánh từ tập N×N đến N∗.

Bài 1.67. Gọi tập X là tập gồm các khoảng có dạng (a, b) thỏa 0 ⩽ a < b ⩽ 1. Xét

ánh xạ X → (0, 1) , f ((a, b)) =
a + b

2

(a) f có phải đơn ánh không? Vì sao?

(b) f có phải toàn ánh không? Vì sao?

Bài 1.68. Cho X là tập khác rỗng, P(X) là tập tất cả các tập con của X. Có tồn tại
hay không một song ánh đi từ X đến P(X)?

Bài 1.69. Tìm một song ánh từ tập (0; 1) đến tập các số thực.

Bài 1.70. Cho m là số nguyên dương và tập X = {−m,−m + 1, ...,−1, 0, 1, ..., m}.
Ánh xạ f : X → X thỏa f ( f (n)) = −n với mọi n ∈ X.
Chứng minh m là số chẵn.
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HÀM SỐ

§1. ĐẠI CƯƠNG HÀM SỐ

A HÀM SỐ VÀ GIÁ TRỊ CỦA HÀM SỐ

Định nghĩa 2.1. Cho một tập hợp khác rỗng D ⊂ R. Hàm số f xác định trên D là
một quy tắc cho tương ứng mỗi số x ∈ D với một và chỉ một số, kí hiệu là f (x);. số
f (x) đó được gọi là giá trị của hàm số f tại x.
Tập D được gọi là tập xác định (hay miền xác định), x gọi là biến số hay đối số
của hàm số f .

Định nghĩa 2.2. Cho hàm số f : D←→ R, thì:

• D được gọi tập xác định của hàm số.

• x được gọi biến số hay đối số.

• f (x) là giá trị của hàm số tại x.

• f (D) = { f (x)|x ∈ D} được gọi là tập giá trị của f .

• Với mỗi y ∈ f (D) thì f−1y = {x ∈ D| f (x) = y} được gọi là tạo ảnh của y.

Lưu ý 2.1. Nếu khi cho hảm số chỉ nêu biểu thức y = f (x) thì mà không nói tập
xác định thì ta quy ước, tập xác định của hàm số là tập tất cả các giá trị của x để
f (x) có nghĩa.

• Biểu thức dưới mẫu thì khác 0.

• Biểu thức trong căn bậc hai thì không âm.
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B VÍ DỤ

Ví dụ 2.1. Tìm tập xác định của các hàm số sau:

(a) f (x) =
1

x2 − 3x + 2
.

(b) f (x) =
√

2x− 3.

(c) f (x) =
√

x + 1
x2 − 4

.

(d) f (x) =
1√

x− 1−
√

4− 2x
.

Ví dụ 2.2. Tìm tập xác định của các hàm số sau:

(a) y =
3x− 1

(x2 − 1)2 − 2x2

(b) y =

√
7− 2|x|

x2 + 4x + 3

(c) y =
1

1−
√

1 + 4x

Ví dụ 2.3. Tìm m để

(a) Hàm số y =
x + 2m + 2

x−m
xác định trên (-1,0)

(b) Hàm số y =

√
x√

x−m + 1
có tập xác định là [0,+∞)

C SỰ BIẾN THIÊN CỦA HÀM SỐ

Định nghĩa 2.3. Cho hàm số y = f (x) xác định trên D.

• Hàm số f gọi là đồng biến (hay tăng) trên D nếu:

∀x1, x2 ∈ D, x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2)

• Hàm số f gọi là nghịch biến (hay giảm) trên D nếu:

∀x1, x2 ∈ D, x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2)

• Hàm số f được gọi là hàm hằng trên D nếu:

∀x1, x2 ∈ D : f (x1) = f (x2)
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• Nếu f đồng biến (hoặc nghịch biết) trên (a; b) ta nói f đơn điệu trên (a; b).

Tính chất 2.1. Cho hàm số y = f (x) xác định trên D.

• Hàm số f đồng biến trên D khi và chỉ khi:

∀x1, x2 ∈ D, x1 ̸= x2,
f (x1)− f (x2)

x1 − x2
> 0

• Hàm số f nghịch biến trên D khi và chỉ khi:

∀x1, x2 ∈ D, x1 ̸= x2,
f (x1)− f (x2)

x1 − x2
< 0

Tính chất 2.2. Nếu hàm f đơn điệu trên (a; b) thì có nhiều nhất một giá trị xo ∈
(a; b) sao cho f (xo) = 0, hay phương trình f (x) = 0 có nhiều nhất một nghiệm trên
(a; b).

Ví dụ 2.4. Chứng minh các hàm số sau đồng biến trên R.

(a) f (x) = 2x− 1.

(b) f (x) = x3 + 3x + 1.

Ví dụ 2.5. Chứng minh các hàm số sau nghịch biến trên R.

(a) f (x) = −4x + 3.

(b) f (x) = −3x3 − 4x.

Ví dụ 2.6. Chứng minh hàm số f (x) =
x + 1
x− 2

nghịch biến trên các khoảng (−∞; 2)

và (2;+∞).

Ví dụ 2.7. Xét sự biến thiên của các hàm số sau trên các khoảng được chỉ ra:

(a) f (x) =
√

x− 1 trên (1;+∞).

(b) f (x) = x2 − 4x + 1 trên (−∞; 2).

D TÍNH CHẴN LẺ VÀ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ

Định nghĩa 2.4. Cho hàm số f (x) có tập xác định là D.

• Hàm số f được gọi là hàm số chẵn nếu với mọi x ∈ D ta có −x ∈ D và
f (−x) = f (x).
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• Hàm số f được gọi là hàm số lẻ nếu với mọi x ∈ D ta có −x ∈ D và f (−x) =
− f (x).

Định nghĩa 2.5. Cho hàm số f xác định trên D. Tập hợp G = {(x◦, y◦) : x◦ ∈
D ∧ y◦ = f (x◦)} được gọi là đồ thị của hàm số f

Tính chất 2.3. Đồ thị hàm số chẳn, hàm số lẻ.

(a) Đồ thị hàm số chẵn đối xứng qua trục tung.

(b) Đồ thị hàm số lẻ đối xứng qua gốc tọa độ.

Định lí 2.1. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho đồ thị (G) của hàm số y = f (x) và
p, q là hai số dương tuỳ ý. Khi đó:

• Tịnh tiến (G) lên trên q đơn vị ta được đồ thị hàm số y = f (x) + q.

• Tính tiến (G) xuống dưới q đơn vị ta được đồ thị hàm số y = f (x)− q.

• Tịnh tiến (G) sang trái p đơn vị ta được đồ thị của hàm số y = f (x + p).

• Tịnh tiến (G) sang phải p đơn vị ta được đồ thị hàm số y = f (x− p).

Ví dụ 2.8. Xét tính chẵn, lẻ của các hàm số sau:

(a) f (x) =| 2x + 1 | + | 2x− 1 |

(b) f (x) =
√

2 + x−
√

2− x

(c) f (x) = x3+ | x |

(d) f (x) = |x− 1| − |x + 1|.

Ví dụ 2.9. Xét tính chẵn, lẻ của các hàm số sau

(a) y =
x− 3

2x− 1

(b) y =
√

x + 1−
√

1− x

(c) y = 5x2 − 2x + 3

(d) y =
|x− 1|+ |x + 1|
|2x− 1|+ |2x + 1|

Ví dụ 2.10. Cho hàm số y = x3 + x.

(a) Chứng minh hàm số là hàm số lẻ. Nhận xét đồ thị của hàm số.

(b) Nếu tịnh tiến qua trái đồ thị hàm số 2 đơn vị, ta được đồ thị hàm số nào?

Ví dụ 2.11. Cho hàm số y = −x4 + x2 + 1.

(a) Chứng minh hàm số là hàm số chẵn. Nhận xét đồ thị của hàm số.

(b) Nếu tịnh tiến lên trên đồ thị hàm số 2 đơn vị, ta được đồ thị hàm số nào?
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E HÀM TUẦN HOÀN

Định nghĩa 2.6. Cho hàm f xác định trên R. Ta nói f là hàm tuần hoàn nếu tồn tại
T > 0 sao cho

f (x + T) = f (x), ∀x ∈ R

(a) T được gọi là chu kì của hàm số f .

(b) Chu kì nhỏ nhất (nếu có) được gọi là chu kì cơ sở của f .

Ví dụ 2.12. Chứng minh rằng hàm số f : R 7→ [0; 1) xác định f (x) = x− [x] là một
hàm tuần hoàn.

Tính chất 2.4. Cho hàm f xác định trên R tuần hoàn với chu kì T.

(a) Chứng minh rằng f cũng tuần hoàn với chu kì kT với k là số nguyên khác 0.

(b) Nếu f tuần hoàn với chu kì T1, T2 thì f cũng tuần hoàn với chu kì T = mT1 +

nT2 với m, n nguyên dương.

(c) Nếu f , g tuần hoàn với chu kì lần lượt là T1, T2 và
T1

T2
là hữu tỉ thì các hàm số

f + g, f − g, f .g cũng tuần hoàn với chu kì T = mT1 = nT2 với m, n là các số
nguyên dương.

Ví dụ 2.13. Chứng minh rằng f (x) = x2 không là hàm tuần hoàn.

Ví dụ 2.14. Cho f xác định trên R và

f (x + 4) + f (x− 4) = f (x)

với mọi x thuộc R.Chứng minh rằng f là hàm tuần hoàn.

Ví dụ 2.15. Cho f : R 7→ R thỏa

f (x) = f (x− 3) f (x + 3), ∀x ∈ R

Chứng minh rằng f là hàm tuần hoàn.

F BÀI TẬP

Bài 2.1. Tìm tập xác định của các hàm số sau:

(a) y =
2x + 1

x2 − 4x + 3
.

32



(b) y =

√
2x− 1

x2 − 3x + 2

(c) y =

√
7− 2x√

x− 1− 1

(d) y =
1

3−
√

1 + x

Bài 2.2. Cho hàm số

y = f (x) =


√

x− 3khix ≥ 3
1

x + 2
khix < 3

(a) Tìm f (1), f (−3), f (3), f (−2).

(b) Tìm tập xác định của hàm số.

Bài 2.3. Tìm tập xác định của các hàm số sau:

(a) y =
x + 3

2x− 3
+

x− 1
x− 3

.

(b) y =
√

6− x−
√

2 + x
3x + 1

.

(c) y =
√

2− x +
1

x2 − 1
.

(d) y =
x2 − 4

x2 − x− 6
+

5 +
√

3x + 12
1−
√

5− x
.

Bài 2.4. Cho hàm số

f (x) =


x

x + 1
, x > 0

3
√

x + 1
x− 1

,−1 ≤ x ≤ 0

(a) Tìm tập xác định của hàm số đã cho.

(b) Tính f (0), f (−1), f (2), f (−3).

Bài 2.5. Tìm tập xác định của các hàm số sau:

(a) y =
x + 1

3x− 3
+

3x− 1
x

.

(b) y =
√

4− 3x−
√

1 + x
3x + 1

.

33



(c) y =
√

2− 4x +
1

x2 − 9
.

(d) y =
x2 − 4

x2 + x− 6
+

5 +
√

3x + 10
1−
√

4− x
.

Bài 2.6. Tìm tập xác định của các hàm số sau:

(a) y =
√

4− 2x +
3x− 1

x2 + 2x− 3
.

(b) y =
1 +
√

x + 2
1−
√

x− 2
.

(c) y =
2x + 1

1−
√

4x + 3
+

x2 − 1
5− x

.

(d) y =
|2x− 3|+ |2x + 3|√

1− x−
√

1 + x
.

Bài 2.7. Tìm tập xác định của hàm số y =
1−
√

6− 3x
x2 − 4x + 3

.

Bài 2.8. Tìm tập xác định của hàm số y =

√
5− 6x−

√
2x + 11

x2 + 3x + 2
.

Bài 2.9. Tìm tập xác định của các hàm số sau:

(a) y =

√
x + 1

x2 + 5x− 14
.

(b) y =
√

x2 − 2x + 5− 1
x

.

(c) y =
x2 − 2

(x− 2)
√

x + 1
.

(d) y =

√
x + 1
3− x

.

Bài 2.10. Tìm tập xác định của các hàm số sau

(a) y =

√
x + 4 + 2

√
x + 3.

(b) y =

√
2x− 3

(x2 − 3x + 2)
√

7− x
.

(c) y =
x +
√

x + 4− 2
√

2− x
−x2 + 4x− 3

.
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(d) y =

√
x

1− x
+
√

2x− 1.

Bài 2.11. Tìm tập xác định của các hàm số sau:

(a) y =
1√

x +
√

2− x− 2
+

1
x2 − 2x

.

(b) y =
1√

9− x|x|
+

√
1

(x + 1)2(x + 2)
.

Bài 2.12. Biết tập xác định của hàm số y = f (x) là D = [−4, 0]. Hãy tìm tập xác
định của các hàm số sau:

(a) y = f (x + 1).

(b) y = f (x2).

(c) y = f (−x2).

(d) y = f (4x).

(e) y = f (
|x|
x
).

(f) y = f (
1
x
).

Bài 2.13. Tìm m để các hàm số sau xác định trên tập đã chỉ ra:

(a) y =
2x + 1

x2 − 6x + m− 2
trên D = R.

(b) y =
√

x−m +
√

2x−m− 1 trên D = (0,+∞).

(c) y =
√

2x− 3m + 4 +
x−m

x + m− 1
trên D = (0,+∞).

(d) y =
x + 2m

x−m + 1
trên (0,+∞).

Bài 2.14. Tìm m để các hàm số sau xác định trên tập đã chỉ ra

(a) y =
1√

x−m
+
√
−x + 2m + 6 trên D = (−1, 0)

(b) y =
√

2x + m + 1 +
1

x−m
trên D = (1,+∞)

(c) y =
√
−x2 + (m + 1)x−m trên [2, 6)
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(d) y =
√

x−m +
√

2m + 1− x trên [−1, 1]

Bài 2.15. Tuỳ theo giá trị của m tìm tập xác định của các hàm số sau:

(a) y =
2x + 3

x
√

m2 − x2
.

(b) y =

√
x + 3

x2 − 2mx + m2 − 1
.

Bài 2.16. Khảo sát sự biến thiên của các hàm số sau trên các khoảng đã cho

(a) y = 3x− 1 trên R.

(b) y = −5x + 7 trên R.

(c) y = x2 − 2x− 1 trên (−∞, 1).

(d) y =
2

x− 3
trên (3,+∞).

(e) y =
√

2x− 1 trên tập xác định.

Bài 2.17. Khảo sát sự biến thiên của các hàm số sau

(a) y = 2020x− 2019 trên R

(b) y =
1

x− 2048
trên (2048;+∞).

(c) y = x3 + x trên R.

(d) y =
√

x− 4−
√

x + 1 trên (0,+∞)

(e) y =

√
x + 4 + 2

√
x + 3 trên tập xác định

(f) y =
x

x2 + 1
trên (1,+∞)

Bài 2.18. Khảo sát sự biến thiên của các hàm số sau:

(a) y =
x

x2 + 1
trên R.

(b) y =
√

x2 − 4x + 1 trên (2;+∞).

Bài 2.19. Chứng minh hàm số y =
x2 − x− 1

x− 1
đồng biến trên (−∞, 1) và nghịch

biến trên (1,+∞).

Bài 2.20. Khảo sát sự biến thiên của các hàm số sau
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(a) y = x3 + x trên R.

(b) y =
√

x− 4−
√

x + 1 trên (0,+∞)

(c) y =

√
x + 4 + 2

√
x + 3 trên tập xác

định

(d) y =
x

x2 + 1
trên (1,+∞)

Bài 2.21. Khảo sát sự biến thiên của các hàm số sau:

(a) y =
x3

x2 + 1
trên R.

(b) y =
√

x2 − x + 1 trên (
1
2

,+∞).

Bài 2.22. Chứng minh hàm số y =
x2 − x− 1

x− 1
đồng biến trên (−∞, 1) và nghịch

biến trên (1,+∞).

Bài 2.23. Định m để hàm số y = mx2 + 2 nghịch biến trên (0,+∞).

Bài 2.24. Định m để hàm số y = x2 −mx + 1 đồng biến trên (1,2).

Bài 2.25. Với giá trị nào của m thì hàm số y = −x2 + (m− 1)x + 2 nghịch biến trên
(1,2).

Bài 2.26. Cho hàm số y = ax + b|x− 1|+ c|x− 2| luôn tăng. Chứng minh a > 0.

Bài 2.27. Xét tính chẵn, lẻ của các hàm số sau:

(a) y = x4 − x2 + 1

(b) y = x3 − 3x− 4

(c) y =
x4 + x2

1− x2

(d) y =
√

x + 1 +
√

1− x

(e) y = x3|x|

(f) y =
|x|

x2 − 4

(g) y =
√

x(x2 + 1)

(h)
√

x2 + 1−
√

1− x2.

Bài 2.28. Xét tính chẵn, lẻ của các hàm số sau:
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(a) y =

√
1− 2x−

√
1 + 2x

x2 − x4 .

(b) y =

√
3− x +

√
3 + x

|x|+ 2
.

Bài 2.29. Cho hàm số y = x2 − 2x− 1, có đồ thị G.

(a) Nếu tịnh tiến G qua phải hai đơn vị thì được đồ thị hàm số nào?

(b) Nếu tịnh tiến qua trái một đơn vị và tịnh tiến lên 3 đơn vị thì được đồ thị hàm
số nào?

Bài 2.30. (*) Cho hàm số y =

√
3− x−

√
3 + x

x2 − 1
.

(a) Tìm tập xác định của hàm số.

(b) Xét tính chẵn lẻ của hàm số. Từ đó nhận xét về đồ thị của hàm số.

Bài 2.31. (*) Cho hàm số y = x2 (1)và y = x2 − 4x + 4(2). Tìm phép tịnh tiến để đồ
thị hàm số (1) thành đồ thị hàm số (2).

Bài 2.32. Xét tính chẵn, lẻ của các hàm số sau:

(a) y = x4 − x2 + 1

(b) y = x3 − 3x− 4

(c) y =
x4 + x2

1− x2

(d) y =
√

x + 1 +
√

1− x

(e) y = x3|x|

(f) y =
|x|

x2 − 4

(g) y =
√

x(x2 + 1)

(h)
√

x2 + 1−
√

1− x2.

Bài 2.33. Xét tính chẵn, lẻ của các hàm số sau:

(a) y =

√
1− 2x−

√
1 + 2x

x2 − x4 .

(b) y =

√
3− x +

√
3 + x

|x|+ 2
.
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Bài 2.34. Xét tính chẵn, lẻ của các hàm số sau

(a) y =
√

x2 − 5x + 6 +
√

x2 + 5x + 6

(b) y =
|x− 2|+ |x + 2|

|x|

(c) y =
|x− 1| − |x + 1|
|x− 1|+ |x + 1|

(d) y =
x2|x− 2|√
(x− 2)2

(e) y =


x + 2017, x ≤ −1

2017,−1 < x < 1

x− 2017, x ≥ 1

(f) y =


2017, x ≥ 0

0,−x = 0

−2017, x ≤ 0

Bài 2.35. Cho a, b, c là các tham số.

(a) Tìm điều kiện của a, b sao cho hàm số y = ax + b là hàm số lẻ.

(b) Tìm điều kiện của a, b, c sao cho hàm số y = ax2 + bx + c là hàm số chẵn.

Bài 2.36. Tìm m để:

(a) Hàm số y = (m + 2)x3 + mx2 + (m2 − 4)x + m− 6 là hàm số chẵn.

(b) Hàm số y = 3(|m| − 1)x4 + mx3 − (m− 1)x2 + x là hàm số lẻ.

Bài 2.37. Cho hai hàm số y = f (x) và y = g(x) xác định trên R. Đặt S(x) =

f (x) + g(x), P(x) = f (x).g(x). Chứng minh rằng:

(a) Nếu f , g là hai hàm số chẵn thì S, P cũng là hai hàm số chẵn.

(b) Nếu f , g là hai hàm số lẻ thì S là hàm số lẻ còn P là hàm số chẵn.

(c) Nếu f là hàm số chẵn còn g là hàm số lẻ thì P là hàm số lẻ.

Bài 2.38. Tìm hàm số vừa là hàm số chẵn, vừa là hàm số lẻ.
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Bài 2.39. Cho f (x) là một hàm số xác định trên R. Chứng minh rằng f luôn biểu
diễn được một cách duy nhất dưới dạng tổng của một hàm số chãn và một hàm số
lẻ.

Bài 2.40. Cho hàm số y =

√
3− x−

√
3 + x

x2 − 1
.

(a) Tìm tập xác định của hàm số.

(b) Xét tính chẵn lẻ của hàm số. Từ đó nhận xét về đồ thị của hàm số.

Bài 2.41. Cho hàm số y =

√
1− 2x +

√
1 + 2x

4x
.

(a) Tìm tập xác định của hàm số.

(b) Xét tính chẵn lẻ của hàm số.

Bài 2.42. Cho hàm số y =

√
2x + 6−

√
6− 2x

x2 − 4|x|+ 3
.

(a) Tìm tập xác định của hàm số.

(b) Xét tính chẳn lẽ của hàm số.

Bài 2.43. Giải các bài toán sau:

(a) Tìm tập xác định của hàm số y =

√
−4− 3x

|5x + 7| − 4
.

(b) Xét tính chẵn, lẻ của hàm số y = f (x) =
|x|(x3 − x)

x4 − 2x2 − 3
.

Bài 2.44. Cho f : D 7→ R, g : D 7→ R.

(a) Chứng minh rằng nếu f , g tăng thì f + g tăng.

(b) Nếu f , g tăng và không âm thì f .g cũng tăng.

(c) Giả sử f (D) ∈ D thì g ◦ f cũng tăng.

Bài 2.45. Trong các hàm số sau, hàm nào là hàm tuần hoàn?

(a) f (x) = |x|.

(b) f (x) = ax + b.

(c) f (x) = ax2 + bx + c.
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(d) f (x) =
1
x

.

Bài 2.46. Cho hàm số f (x) = (−1)[x]x.

(a) Chứng minh f là hàm tuần hoàn.

(b) Tìm chu kì cơ sở của f .

Bài 2.47. Chứng minh rằng nếu f là hàm số có đồ thị nhận các đường thẳng x =

a, x = b (a ̸= b) thì f là hàm tuần hoàn.

Bài 2.48. Cho f xác định trên R thỏa các điều kiện sau:

• f (x + 3) ≤ f (x) + 3

• f (x + 2) ≥ f (x) + 2;

Với mọi x ∈ R.
Chứng minh rằng hàm số g(x) = f (x)− x là hàm tuần hoàn.

Bài 2.49. Cho f xác định trên R thỏa

f (x + 1) + f (x− 1) =
√

2 f (x), ∀x ∈ R

Chứng minh f là hàm tuần hoàn.

Bài 2.50. Cho p là số nguyên tố và f : N 7→ N, f (n) = n mod p. Chứng minh
rằng f là hàm tuần hoàn, tìm chu kì cơ sở của f .

Bài 2.51. Cho f xác định trên R là hàm tuần hoàn sao cho f (N) chứa vô số phần
tử. Chứng minh rằng chu kì của f là một số vô tỉ.

Bài 2.52. (IMO 1968) Cho f : R+ 7→ R thỏa điều kiện: với a > 0 cố định ta có

f (x + a) =
1
2
+
√

f (x)− () f (x))2, ∀x ∈ R+

Chứng minh f là một hàm tuần hoàn.
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§2. HÀM SỐ BẬC HAI

A LÝ THUYẾT

Định nghĩa 2.7. Hàm số bậc hai là hàm số được cho bởi biểu thức có dạng

y = f (x) = ax2 + bx + c

trong đó a, b, c là những hằng số và a ̸= 0.

Tính chất 2.5. (Sự biến thiên của hàm số và đồ thị)

(a) Tập xác định của hàm số là R.

(b) Tính đồng biến nghịch biến, phụ
thuộc vào dấu của a như sau:

• Khi a > 0 hàm số nghịch biến

trên (−∞,− b
2a

), đồng biến

trên (− b
2a

,+∞) và có GTNN

bằng − ∆
4a

khi x = − b
2a

.

• Khi a < 0 hàm số đồng

biến trên khoảng (−∞,− b
2a

),

nghịch biến trên (− b
2a

,+∞)

và có GTLN bằng − ∆
4a

khi

x = − b
2a

.

(c) Đồ thị hàm số là parabol thỏa:

• Đỉnh I
(
−b
2a

;
−∆
4a

)
.

• Nhận đường thẳng x = − b
2a

làm trục đối xứng.
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B VẼ VÀ KHẢO SÁT ĐỒ THỊ HÀM SỐ BẬC HAI

Ví dụ 2.16. Cho hàm số y = x2 − 4x + 3.

(a) Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số.

(b) Tìm giao điểm của đồ thị hàm số và trục hoành.

Ví dụ 2.17. Cho hàm số y = f (x) = x2 + ax + b có đồ thị hàm số có trục đối xứng
là x = −2 và đi qua điểm (0; 1).

(a) Tìm a, b.

(b) Vẽ đồ thị hàm số f (x) và | f (x)|.

C TÌM PARABOL THỎA ĐỀ BÀI

Ví dụ 2.18. Xác định Parabol (P) biết

(a) (P) : y = ax2 + bx + 2 đi qua A(1, 0) và có trục đối xứng x =
3
2

.

(b) (P) : y = ax2 − 4x + c đi qua A(1,−2), B(2, 3).

(c) (P) : y = ax2 − 4x + c có đỉnh I(−2,−1).

D TƯƠNG GIAO ĐỒ THỊ - BIỆN LUẬN NGHIỆM

Ví dụ 2.19. Cho hàm số y = 2x2 − 3x + 1 có đồ thị (P) và đường thẳng d : y =

3x + m. Tìm m để:

(a) d cắt P tại hai điểm phân biệt A, B.

(b) d và P có một điểm chung. Tìm tọa độ điểm chung đó.

Ví dụ 2.20. Cho hàm số y = x2 − 5x + 6.

(a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (P) của hàm số đã cho.

(b) Dựa vào đồ thị hàm số hãy chỉ ra các khoảng mà trên đó hàm số chỉ nhận các
giá trị âm (dương).

(c) Dựa vào đồ thị hàm số hãy giải và biện luận số nghiệm của phương trình

1
3

x2 − 5
3

x + 2−m = 0.

E BÀI TẬP
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Bài 2.53. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ
thị các hàm số sau:

(a) y =
−1
2

x2 + 2x.

(b) y = −2x2 + 4x− 5.

(c) y =
x2

4
− x + 1.

Bài 2.54. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ
thị các hàm số sau:

(a) y =
−1
2

x2 + 2x.

(b) y = −2x2 + 4x− 5.

(c) y =
x2

4
− x + 1.

Bài 2.55. Cho hàm số y = x2− 4x + 3(1)
và y = 3x− 3.

(a) Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số (1).

(b) Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất
của hàm số trên [−2; 3].

(c) Tìm tọa độ giao điểm của đồ thị
hàm số (1) và (2).

Bài 2.56. Cho parabol (P) : y = ax2 +

bx + c. Tìm a, b, c biết (P) có đỉnh
S(−1; 4) và đi qua điểm A(1; 2). Khảo
sát và vẽ (P).

Bài 2.57. Xác định Parabol (P) biết

(a) (P) : y = ax2 + bx + 2 đi qua

A(1, 0) và có trục đối xứng x =
3
2

.

(b) (P) : y = ax2 − 4x + c đi qua
A(1,−2), B(2, 3).

(c) (P) : y = ax2 − 4x + c có đỉnh
I(−2,−1).

Bài 2.58. Xác định parabol (P) biết:

(a) (P) : y = ax2− 4x + c có hoành độ
đỉnh là −3 và đi qua A(−2, 3).

(b) (P) : y = ax2 + bx + c đi qua 3
điểm A(0,−1), B(1,−1), C(−1, 1).

Bài 2.59. Xác định parabol (P) biết:

(a) (P) : y = ax2 + bx + c đi qua
A(0, 5) và đỉnh I(3,−4).

(b) (P) : y = ax2 + bx + c đi qua
A(0, 1) và tiếp xúc đường thẳng
y = x− 1 tại M(1, 0).

Bài 2.60. Xác định Parabol (P) biết

(a) (P) : y = ax2 + bx + c đi
qua A(0, 1) và tiếp xúc hai đường
thẳng y = x− 1 và y = −2x + 1.

(b) (P) : y = ax2 + bx + c đạt cực
tiểu bằng 2 và cắt đồ thị hàm số
y = −2x + 6 tại hai điểm có tung
độ tương ứng bằng 2 và 10.

(c) (P) : y = ax2 + bx + c qua
M(−2, 3), N(2, 3) và tiếp xúc với
đường thẳng y = 1 tại đỉnh.

Bài 2.61. Một vật được ném xiên với vận tốc ban đầu, có đường bay theo phương
trình:

y = −0.05x2 + 0.6x

44



Trong đó x là khoảng cách ngang (m), y là độ cao (m). Tính:

• Độ cao lớn nhất vật đạt được.

• Tầm bay xa nhất.

Bài 2.62. Mặt cắt cây cầu là parabol, rộng 20m, cao 5m. Đỉnh vòm ở giữa. Tìm
phương trình parabol.

Bài 2.63. Lợi nhuận (triệu đồng): L(x) = −2x2 + 40x− 100. Hỏi nên sản xuất bao
nhiêu sản phẩm?
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½CHƯƠNG½

3
£££

PHƯƠNG TRÌNH-BẤT PHƯƠNG
TRÌNH

§1. BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN

A TÓM TẮT LÍ THUYẾT

Định nghĩa 3.1. Bất phương trình bậc nhất hai ẩn x, y là bất phương trình có một
trong các dạng

ax + by + c < 0; ax + by + c > 0; ax + by + c ≤ 0; ax + by + c ≥ 0

trong đó a, b, c là những số cho trước; a, b không đồng thời bằng 0 và x, y là các ẩn.

Định nghĩa 3.2. Nghiệm của bất phương trình bậc nhất hai ẩn
Xét bất phương trình ax+ by+ c < 0. Mỗi cặp số (x0; y0) thoả mãn ax0 + by0 + c < 0
được gọi là một nghiệm của bất phương trình đã cho.

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, tập hợp các điểm (x0; y0) sao cho ax0 + by0 + c < 0
được gọi là miền nghiệm của bất phương trình ax + by + c < 0.

Biểu diễn miền nghiệm của bất phương trình bậc nhất hai ẩn
Ta có thể biểu diễn miền nghiệm của bất phương trình bậc nhất hai ẩn ax+ by+ c <
0 như sau:
Bước 1: Trên mặt phẳng Oxy, vẽ đường thẳng ∆ : ax + by + c = 0.
Bước 2: Lấy một điểm (x0; y0) không thuộc ∆. Tính ax0 + by0 + c.
Bước 3: Kết luận

• Nếu ax0 + by0 + c < 0 thì miền nghiệm của bất phương trình đã cho là nửa
mặt phẳng (không kể bờ ∆) chứa điểm (x0; y0).

• Nếu ax0 + by0 + c > 0 thì miền nghiệm của bất phương trình đã cho là nửa
mặt phẳng (không kể bờ ∆ ) không chứa điểm (x0; y0).
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Nhận xét: Đối với các bất phương trình bậc nhất hai ẩn dạng ax + by + c ≤ 0 (hoặc
ax + by + c ≥ 0 ) thì miền nghiệm là miền nghiệm của bất phương trình
ax + by + c < 0 (hoặc ax + by + c > 0 ) kể cả bờ.

Ví dụ 3.1. Tìm bất phương trình bậc nhất hai ẩn trong các bất phương trình sau
đây:

(a) x− 5y + 2 ≤ 0;

(b) 9x2 + 8y− 7 ≥ 0;

(c) 3x− 2 > 0;

(d) 4y + 11 ≤ 0.

Ví dụ 3.2. Cặp số nào sau đây là nghiệm của bất phương trình 20x + 50y− 700 ≤ 0
?

(a) (5; 6) (b) (9; 11).

Ví dụ 3.3. Biểu diễn miền nghiệm của các bất phương trình sau:

(a) x− 2y− 1 > 0

(b) x + y− 1 ≤ 0

Ví dụ 3.4. Biểu diễn miền nghiệm của các bất phương trình sau:

(a) 2x + y− 2 ≤ 0

(b) x− y− 2 ≥ 0.

Ví dụ 3.5. Biểu diễn miền nghiệm của hai bất phương trình sau trên cùng một mặt
phẳng toạ độ Oxy :

(a) y ≥ 2;

(b) x ≤ 4.

1 BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 3.1. Cho bất phương trình bậc nhất hai ẩn x− 2y + 6 > 0.

(a) (0; 0) có phải là một nghiệm của bất phương trình đã cho không?

(b) Chỉ ra ba cặp số (x; y) là nghiệm của bất phương trình đã cho.

(c) Biểu diễn miền nghiệm của bất phương trình đã cho trên mặt phẳng Oxy.
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Bài 3.2. Biểu diễn miền nghiệm của các bất phương trình sau trên mặt phẳng toạ
độ Oxy:

(a) −x + y + 2 > 0;

(b) y + 2 ≥ 0;

(c) −x + 2 ≤ 0.

Bài 3.3. Biểu diễn miền nghiệm của các bất phương trình sau trên mặt phẳng toạ
độ Oxy:

(a) −x + 2 + 2(y− 2) < 2(1− x)

(b) 3(x− 1) + 4(y− 2) < 5x− 3

Bài 3.4. Một gian hàng trưng bày bàn và ghế rộng 60 m2. Diện tích để kê một chiếc
ghế là 0, 5 m2, một chiếc bàn là 1, 2 m2. Gọi x là số chiếc ghế, y là số chiếc bàn được
kê.

(a) Viết bất phương trình bậc nhất hai ẩn x, y cho phần mặt sàn để kê bàn và ghế,
biết diện tích mặt sàn dành cho lưu thông tối thiểu là 12 m2.

(b) Chỉ ra ba nghiệm của bất phương trình trên.

Bài 3.5. Bạn Cúc muốn pha hai loại nước cam. Để pha một lít nước cam loại I cần
30 g bột cam, còn một lít nước cam loại II cần 20 g bột cam. Gọi x và y lần lượt là
số lít nước cam loại I và II pha chế được. Biết rằng Cúc chỉ có thể dùng không quá
100 g bột cam. Hãy lập các bất phương trình mô tả số lít nước cam loại I và II mà
bạn Cúc có thể pha chế được và biểu diễn miền nghiệm của các bất phương trình
đó trên cùng một mặt phẳng toạ độ Oxy.

Bài 3.6. Trong 1 lạng ( 100 g ) thịt bò chứa khoảng 26 g protein, 1 lạng cá rô phi chứa
khoảng 20 g protein. Trung bình trong một ngày, một người phụ nữ cần tối thiểu
46 g protein. (Nguồn: https://vinmec.com và https://thanhnien.vn) Gọi x, y lần lượt là số
lạng thịt bò và số lạng cá rô phi mà một người phụ nữ nên ăn trong một ngày. Viết
bất phương trình bậc nhất hai ẩn x, y để biểu diễn lượng protein cần thiết cho một
người phụ nữ trong một ngày và chỉ ra ba nghiệm của bất phương trình đó.

Bài 3.7. Miền không gạch chéo (không kể bờ d ) trong mỗi hình dưới đây là miền
nghiệm của bất phương trình nào?
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a)

b)
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§2. HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH
BẬC NHẤT VÀ ỨNG DỤNG

A BIỂU DIỄN NGHIỆM CỦA HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH
BẬC NHẤT

Định nghĩa 3.3. Hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn là hệ gồm hai hay nhiều bất
phương trình bậc nhất hai ẩn x, y. Mỗi nghiệm chung của tất cả các bất phương
trình đó được gọi là một nghiệm của hệ bất phương trình đã cho. Trên mặt phẳng
toạ độ Oxy, tập hợp các điểm (x0; y0) có tọa độ là nghiệm của hệ bất phương trình
bậc nhất hai ẩn được gọi là miền nghiệm của hệ bất phương trình đó.

Lưu ý 3.1. Để biểu diễn miền nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn trên
mặt phẳng toạ độ Oxy, ta thực hiện như sau:

(a) Trên cùng mặt phẳng tọa độ, biểu diễn miền nghiệm của mỗi bất phương
trình của hệ.

(b) Phần giao của các miền nghiệm là miền nghiệm của hệ bất phương trình.

Ví dụ 3.6. Biểu diễn miền nghiệm của các hệ bất phương trình sau:

(a)


x + y− 3 ≤ 0

−2x + y + 3 ≥ 0

(b)



3x + y ≤ 6

x + y ≤ 4

x ≥ 0

y ≥ 0

(c)


2x− y− 3 ≤ 0

2x− y + 2 ≤ 0.

(d)



x + y ≤ 8

2x + 3y ≤ 18

x ≥ 0

y ≥ 0.
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B TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT NHỎ NHẤT CỦA F(x; y) =

ax + by TRÊN MIỀN ĐA GIÁC

Lưu ý 3.2. Hệ bất phương trình giúp ta mô tả được nhiều bài toán thực tế để tìm
ra cách giải quyết tối ưu. Chúng thường được đưa về bài toán tìm giá trị lớn nhất
(GTLN) hoặc giá trị nhỏ nhất (GTNN) của biểu thức F = ax + by trên một miền đa
giác. Người ta chứng minh được F đạt giá trị lớn nhất hoặc nhỏ nhất tại một trong
các đỉnh của đa giác.

Ví dụ 3.7. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của A = 3x−4y biết x, y thỏa



2x + y ≥ 4

2x + 5y ≤ 20

2x− 3y ≤ 4

51



Ví dụ 3.8. Bác Năm dự định trồng ngô và đậu xanh trên một mảnh đất có diện tích
8 ha. Nếu trồng 1 ha ngô thì cần 20 ngày công và thu được 40 triệu đồng. Nếu trồng
1 ha đậu xanh thì cần 30 ngày công và thu được 50 triệu đồng. Bác Năm cần trồng
bao nhiêu hecta cho mỗi loại cây để thu được nhiều tiền nhất? Biết rằng, bác Năm
chỉ có thể sử dụng không quá 180 ngày công cho việc trồng ngô và đậu xanh.
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Ví dụ 3.9. Một người bán nước giải khát đang có 24 g bột cam, 9l nước và 210 g
đường để pha chế hai loại nước cam A và B. Để pha chế 1l nước cam loại A cần
30 g đường, 1l nước và 1 g bột cam; để pha chế 1l nước cam loại B cần 10 g đường,
1l nước và 4 g bột cam. Mỗi lít nước cam loại A bán được 60 nghìn đồng, mỗi lít
nước cam loại B bán được 80 nghìn đồng. Người đó nên pha chế bao nhiêu lít nước
cam mỗi loại để có doanh thu cao nhất?
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1 BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 3.8. Cho hê bất phương trình sau (I) :



x ≥ 0

y ≥ 0

x− y + 1 ≥ 0

3x + 2y ≤ 12

(a) Xác đinh miền nghiêm của hê (I).

(b) Tìm giá tri lớn nhất, giá tri nhỏ nhất của f (x, y) = 3x + 4y trên miền nghiêm
của hê (I)

Bài 3.9. Có 1 xưởng sản xuất 2 loại sản phẩm, mỗi cân sản phẩm loại I cần 2 cân
nguyên liệu và 30 giờ sản xuất, mức lợi nhuận đem lại là 40.000 đồng. Mỗi cân sản
phẩm loại II cần 4 cân nguyên liệu và 15 giờ sản xuất, mức lợi nhuận đem lại là
30.000 đồng. Xưởng có 200 cân nguyên liệu và 120 giờ làm việc. Hỏi giám đốc của
xưởng nên cho sản xuất mỗi loại sản phẩm bao nhiêu cân để có mức lọi nhuận cao
nhất?

Bài 3.10. Một công ty kinh doanh thương mại chuẩn bị cho một đợt khuyến mại
nhằm thu hút khách hàng bằng cách tiến hành quảng cáo sản phẩm của công ty
trên hệ thống phát thanh và truyền hình. Chi phí cho 1 phút quảng cáo trên sóng
phát thanh là 800.000 đồng, trên sóng truyền hình là 4.000 .000 đồng. Đài phát
thanh chỉ nhận phát các chương trình quảng cáo dài ít nhất là 5 phút. Do nhu cầu
quảng cáo trên truyền hình lớn nên đài truyền hình chỉ nhận phát các chương trình
dài tối đa là 4 phút. Theo các phân tích, cùng thời lượng một phút quảng cáo, trên
truyền hình sẽ có hiệu quả gấp 6 lần trên sóng phát thanh. Công ty dự định chi tối
đa 16.000 .000 đồng cho quảng cáo. Công ty cần đặt thời lượng quảng cáo trên sóng
phát thanh và truyền hình như thế nào để hiệu quả nhất?

Bài 3.11. Một xưởng sản xuất hai loại sản phẩm, mỗi kg sản phẩm loại I cần 2 kg
nguyên liệu và 30 giờ, đem lại mức lợi nhuận 40000 đồng. Mỗi kg sản phẩm loại I I
cần 4 kg nguyên liệu và 15 giờ, đem lại mức lợi nhuận 30000 đồng. Xưởng có 200 kg
nguyên liệu và 120 giờ làm việc. Nên sản xuất mỗi loại sản phẩm bao nhiêu để có
mức lợi nhuận cao nhất?
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Bài 3.12. Một công ty cần thuê xe vận chuyển 140 người và 9 tấn hàng hóa. Nơi
cho thuê xe chỉ có 10 xe hiệu MITSUBISHI và 9 xe hiệu FORD. Một chiếc xe hiệu
MITSUBISHI có thể chở 20 người và 0,6 tấn hàng. Một chiếc xe hiệu FORD có thể
chở 10 người và 1,5 tấn hàng. Tiền thuê một xe hiệu MITSUBISHI là 4 triệu đồng,
một xe hiệu FORD là 3 triệu đồng. Hỏi phải thuê bao nhiêu xe mỗi loại để chi phí
thấp nhất?

Bài 3.13. Nhân dịp tết Trung Thu, Xí nghiệp sản xuất bánh muốn sản xuất hai loại
bánh: Đậu xanh, Bánh dẻo nhân đậu xanh. Để sản xuất hai loại bánh này, Xí nghiệp
cần: Đường, Đậu, Bột, Trứng, Mứt, ... Giả sử số đường có thể chuẩn bị được là
300 kg, đậu là 200 kg, các nguyên liệu khác bao nhiêu cũng có. Sản xuất một cái
bánh đậu xanh cần 0, 06 kg đường, 0, 08 kg đậu và cho lãi 2 ngàn đồng. Sản xuất
một cái bánh dẻo cần 0, 07 kg đường, 0, 04 kg đậu và cho lâii 1,8 ngàn đồng. Cần
lập kế hoạch để sản xuất mỗi loại bánh bao nhiêu cái để không bị động về đường,
đậu và tổng số lãi thu được là lớn nhất (nếu sản xuất bao nhiêu cũng bán hết)?

Bài 3.14. Người ta dự định dùng hai loại nguyên liệu để chiết xuất ít nhất 140 kg
chất A và 9 kg chất B. Từ mỗi tấn nguyên liệu loại I giá 4 triệu đồng, có thể chiết
xuất được 20 kg chất A và 0, 6 kg chất B. Từ mối tấn nguyên liệu loại II giá 3 triệu
đồng, có thể chiết xuất được 10 kg chất A và 1, 5 kg chất B. Hỏi phải dùng bao
nhiêu tấn nguyên liệu mỗi loại để chi phí mua nguyên liệu là ít nhất? Biết rằng cơ
sở cung cấp nguyên liệu chỉ có thể cung cấp không quá 10 tấn nguyên liệu loại I và
không quá 9 tẩn nguyên liệu loại II.

Bài 3.15. Nhu cầu canxi tối thiểu cho một người đang độ tuổi trưởng thành trong
một ngày là 1300mg. Trong 1 lạng đậu nành có 165mg canxi, 1 lạng thịt có 15mg
canxi. (Nguồn: https://hongngochospital.vn) Gọi x, y lần lượt là số lạng đậu nành
và số lạng thịt mà một người đang độ tuổi trưởng thành ăn trong một ngày.

(a) Viết bất phương trình bậc nhất hai ẩn x, y để biểu diễn lượng canxi cần thiết
trong một ngày của một người trong độ tuổi trưởng thành.

(b) Chỉ ra một nghiệm (x0; y0) vối x0, y0 ∈ Z của bất phương trình đó.

Bài 3.16. Bác Ngọc thực hiện chế độ ăn kiêng vối yêu cầu tối thiểu hằng ngày qua
thức uống là 300 ca-lo, 36 đơn vị vitamin A và 90 đơn vị vitamin C. Một cốc đồ
uống ăn kiêng thứ nhất cung cấp 60 ca-lo, 12 đơn vị vitamin A và 10 đơn vị vitamin
C. Một cốc đồ uống ăn kiêng thứ hai cung cấp 60 ca-lo, 6 đơn vị vitamin A và 30
đơn vị vitamin C.
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(a) Viết hệ bất phương trình mô tả số lượng cốc cho đồ uống thứ nhất và thứ
hai mà bác Ngọc nên uống mỗi ngày để đáp ứng nhu cầu cần thiết đối với số
ca-lo và số đơn vị vitamin hấp thụ.

(b) Chỉ ra hai phương án mà bác Ngọc có thể chọn lựa số lượng cốc cho đồ uống
thứ nhất và thứ hai nhằm đáp ứng nhu cầu cần thiết đối với số ca-lo và số
đơn vị vitamin hấp thụ.
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§3. HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 3 ẨN

A LÍ THUYẾT VÀ VÍ DỤ

Định nghĩa 3.4. - Hệ ba phuoong trình bạc nhất ba ẩn là hệ có dạng:

a1x + b1y + c1z = d1

a2x + b2y + c2z = d2

a3x + b3y + c3z = d3

trong đó x, y, z là ba ẩn, ai, bi, ci, di là các số thực cho trước gọi là các hệ số. Ở đây
các hệ số ai, bi, ci(i = 1, 2, 3) không đồng thời bằng 0 . Mỗi bộ ba số (x0; y0; z0) thoả
mãn đồng thời cả ba phương trình của hệ gọi là một nghiệm của hệ phương trình.

Ví dụ 3.10. Cho các hệ phương trình: (1)


2x− y + z = 1

3y− z = 2

2z = 3

(2)


2x− y + z = 1

2y + z = −1

2y− z = −4.

(a) Hệ phương trình (1) có gì đặc biệt? Giải hệ phương trình này.

(b) Biến đổi hệ phương trình (2) về dạng như hệ phương trình (1). Giải hệ phương
trình (2).

Ví dụ 3.11. Biến đổi hệ phương trình sau về hệ phương trình bậc nhất ba ẩn dạng
tam giác rồi giải hệ vừa tìm được.

3x− y + z = 3

x− y + z = 2

y + 2z = 1.

Lưu ý 3.3. Để giải hệ phương trình bậc nhất ba ẩn, ta có thể sử dụng các phép biến
đổi tương đương để đưa nó về hệ phương trình bậc nhất ba ẩn dạng tam giác, từ
đó tìm nghiệm của hệ.
Cách giải như trên gọi là giải hệ phuơng trình bạc nhất ba ẩn bằng phương pháp
Gauss.
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Ví dụ 3.12. Giải hệ phương trình sau bằng phương pháp Gauss:

x− 2y + 3z = 9

2x + 3y− z = 4

x + 5y− 4z = 2
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Ví dụ 3.13. Giá vé vào xem một buổi biểu diễn xiếc gồm ba loại: 40000 đồng dành
cho trẻ em (dưới 6 tuổi), 60000 đồng dành cho học sinh và 80000 đồng dành cho
người lớn. Tại buổi biểu diễn, 900 vé đã được bán ra và tổng số tiền thu được là
50600000 đồng. Người ta đã bán được bao nhiêu vé trẻ em, bao nhiêu vé học sinh
và bao nhiêu vé người lớn cho buổi biểu diễn đó? Biết rằng số vé người lớn bằng
một nửa số vé trẻ em và học sinh cộng lại.
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Ví dụ 3.14. Ba vận động viên Sơn, Thắng và Ánh tham gia thi đấu nội dung ba
môn phối hợp: chạy, bơi và đạp xe, trong đó tốc độ trung bình của họ trên mỗi
chặng đua được cho ở bảng dưới đây.

Vận động viên
Tóc độ trung binh (km/h)

Chạy Boi Đap xe

Sơn 12,5 3,6 48

Thắng 12 3,75 45

Ánh 12,5 4 45

Biết tổng thời gian thi đấu ba môn phối hợp của Sơn là 1 giờ 1 phút 30 giây, của
Thắng là 1 giờ 3 phút 40 giây và của Ánh là 1 giờ 1 phút 55 giây. Tính cự li của mỗi
chặng đua.

Ví dụ 3.15. Ba tế bào A, B, C sau một số lần nguyên phân tạo ra 88 tế bào con. Biết
số tế bào B tạo ra gấp đôi số tế bào A tạo ra. Số lần nguyên phân của tế bào B ít
hơn số lần nguyên phân của tế bào C là hai lần. Tính số lần nguyên phân của mỗi
tế bào, biết rằng một tế bào sau một lần nguyên phân sẽ tạo ra hai tế bào mới giống
tế bào ban đầu.
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Ví dụ 3.16. Để nghiên cứu tác dụng của ba loại vitamin kết hợp với nhau, một nhà
sinh vật học muốn mỗi con thỏ trong phòng thí nghiệm có chế độ ăn uống hằng
ngày chứa chính xác 15mg thiamine (B1), 40mg riboflavin (B2) và 10mg niacin (B3).
Có ba loại thức ăn với hàm lượng vitamin được cho bởi bảng dưới đây:

Loại vitamin
Hàm lượng vitamin (miligam) trong 100 g thức ăn

Loại I Loại II Loại III

Thiamine (B1)
3 2 2

Riboflavin (B2) 7 5 7

Niacin (B3) 2 2 1

Mỗi con thỏ cần phải được cung cấp bao nhiêu gam thức ăn mỗi loại trong một
ngày?
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Ví dụ 3.17. Một ông chủ trang trại có 24 ha đất canh tác dự định sử dụng để trồng
khoai tây, bắp cải và su hào với chi phí đầu tư cho mỗi hecta lần lượt là 28 triệu
đồng, 24 triệu đồng và 32 triệu đồng. Qua thăm dò thị trường, ông đã tính toán
được diện tích đất trồng khoai tây cần gấp ba diện tích đất trồng bắp cải. Biết rằng
ông có tổng nguồn vốn sử dụng để trồng ba loại cây trên là 688 triệu đồng. Tính
diện tích đất cần sử dụng để trồng mỗi loại cây.
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Ví dụ 3.18. Giả sử P1, P2, P3 lần lượt là giá bán (gọi tắt là giá) mỗi kilôgam thịt lợn,
thịt bò và thịt gà trên thị trường. Qua khảo sát, người ta thấy rằng lượng cung
(lượng sản phẩm được đưa vào thị trường để bán) của từng sản phẩm này phụ
thuộc vào giá của nó theo công thức như sau:

Sản phẩm Thịt lợn Thịt bò Thịt gà

Lượng cung QS1 = −238 + 2P1 QS2 = −247 + P2 QS3 = −445 + 3P3

Qua khảo sát, người ta thấy lượng cầu (lượng sản phẩm mà người tiêu dùng có nhu
cầu mua) của từng sản phẩm không chỉ phụ thuộc vào giá của sản phẩm đó mà còn
phụ thuộc vào giá hai sản phẩm còn lại theo các công thức sau:

Sản phẩm Thịt lợn Thịt bò Thịt gà

Lượng cầu QD1 = 22− P1 + P2 − P3 QD2 = 283 + P1 − P2 − P3 QD3 = 25− P1 + P2 − P3

Ta nói thị truoơng cân bằng nếu lượng cung mỗi sản phẩm bằng lượng cầu của sản
phẩm đó, tức là: QS1 = QD1 , QS2 = QD2 và QS3 = QD3 . Giá của mỗi sản phẩm trên
bằng bao nhiêu thì thị trường cân bằng?

B BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 3.17. Trong các hệ phương trình sau, hệ nào là hệ phương trình bậc nhất ba ẩn?
Mỗi bộ ba số (−1; 2; 1), (−1, 5; 0, 25;−1, 25) có là nghiệm của hệ phương trình bậc
nhất ba ẩn đó không?

(a)



3x− 2y + z = −6

−2x + y + 3z = 7

4x− y + 7z = 1

(b)



5x− 2y + 3z = 4

3x + 2yz− z = 2

x− 3y + 2z = −1
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(c)



2x− 4y− 3z =
−1
4

3x + 8y− 4z =
5
2

2x + 3y− 2z =
1
4

Bài 3.18. Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp Gauss:

(a)



2x + 3y = 4

x− 3y = 2

2x + y− z = 3

(b)



x + y + z = 2

x + 3y + 2z = 8

3x− y + z = 4;

(c)



x− y + 5z = −2

2x + y + 4z = 2

x + 2y− z = 4

Bài 3.19. Sử dụng máy tính cầm tay, tìm nghiệm của các hệ phương trình sau:

(a)



x− 5z = 2

3x + y− 4z = 3

−x + 2y + z = −1

(b)



2x− y + z = 3

x + 2y− z = 1

3x + y− 2z = 2

(c)



x + 2y− z = 1

2x + y− 2z = 2

4x− 7y− 4z = 4
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Bài 3.20. Tìm phương trình của parabol (P) : y = ax2 + bx + c(a ̸= 0), biết:

(a) Parabol (P) có trục đối xứng x = 1 và đi qua hai điểm A(1;−4), B(2;−3);

(b) Parabol (P) có đỉnh I
(

1
2

;
3
4

)
và đi qua điểm M(−1; 3).

Bài 3.21. Một đại lí bán ba loại gas A, B, C với giá bán mỗi bình gas lần lượt là
520000 đồng, 480000 đồng, 420000 đồng. Sau một tháng, đại lí đã bán được 1299
bình gas các loại với tổng doanh thu đạt 633960000 đồng. Biết rằng trong tháng đó,
đại lí bán được số bình gas loại B bằng một nửa tổng số bình gas loại A và C. Tính
số bình gas mỗi loại mà đại lí bán được trong tháng đó.

Bài 3.22. Một đại lí bán ba mẫu máy điều hoà A, B và C, với giá bán mỗi chiếc theo
từng mẫu lần lượt là 8 triệu đồng, 10 triệu đồng và 12 triệu đồng. Tháng trước, đại
lí bán được 100 chiếc gồm cả ba mẫu và thu được số tiền là 980 triệu đồng. Tính số
lượng máy điều hoà mỗi mẫu đại lí bán được trong tháng trước, biết rằng số tiền
thu được từ bán máy điều hoà mẫu A và mẫu C là bằng nhau.

Bài 3.23. Nhân dịp kỉ niệm ngày thành lập Đoàn Thanh niên Cộng sản Hồ Chí
Minh, một trường Trung học phổ thông đã tổ chức cho học sinh tham gia các trò
chơi. Ban tổ chức đã chọn 100 bạn và chia thành ba nhóm A, B, C để tham gia trò

chơi thứ nhất. Sau khi trò chơi kết thúc, ban tổ chức chuyển
1
3

số bạn ở nhóm A

sang nhóm B;
1
2

số bạn ở nhóm B sang nhóm C; số bạn chuyển từ nhóm C sang

nhóm A và B đều bằng
1
3

số bạn ở nhóm C ban đầu. Tuy nhiên, người ta nhận thấy

số bạn ở mỗi nhóm là không đổi qua hai trò chơi. Ban tổ chức đã chia mỗi nhóm
bao nhiêu bạn? Một cửa hàng giải khát chỉ phục vụ ba loại sinh tố: xoài, bơ và mãng
cầu. Để pha mỗi li (cốc) sinh tố này đều cần dùng đến sữa đặc, sữa tươi và sữa chua
với công thức cho ở bảng sau.

Sinh tố (li) Sữa đặc (ml) Sữa tươi (ml) Sữa chua (ml)

Xoài 20 100 30

Bơ 10 120 20

Mãng cầu 20 100 20
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Ngày hôm qua cửa hàng đã dùng hết 2l sữa đặc; 12, 8l sữa tươi và 2, 9l sữa chua.
Cửa hàng đã bán được bao nhiêu li sinh tố mỗi loại trong ngày hôm qua?

Bài 3.24. Ba tế bào A, B, C sau một số lần nguyên phân tạo ra 168 tế bào con. Biết
số tế bào A tạo ra gấp bốn lần số tế bào B tạo ra và số lần nguyên phân của tế bào
C nhiều hơn số lần nguyên phân của tế bào B là bốn lần. Tính số lần nguyên phân
của mỗi tế bào.

Bài 3.25. Bà Hà có 1 tỉ đồng để đầu tư vào cổ phiếu, trái phiếu và gửi tiết kiệm
ngân hàng. Cổ phiếu sinh lợi nhuận 12% năm, trong khi trái phiếu và gửi tiết kiệm
ngân hàng cho lãi suất lần lượt là 8%/ năm và 4%/ năm. Bà Hà đã quy định rằng
số tiền gửi tiết kiệm ngân hàng phải bằng tổng của 20% số tiền đầu tư vào cổ phiếu
và 10% số tiền đầu tư vào trái phiếu. Bà Hà nên phân bổ nguồn vốn của mình như
thế nào để nhận được 100 triệu đồng tiền lãi từ các khoản đầu tư đó trong năm đầu
tiên?

Bài 3.26. Trên thị trường có ba loại sản phẩm A, B, C với giá mỗi tấn sản phẩm
tương ứng là x, y, z (đơn vị: triệu đồng, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 ). Lượng cung và lượng
cầu của mỗi sản phẩm được cho trong bảng dưới đây:

Sản phẩm Lượng cung Lượng cầu

A QSA = 4x− y− z− 5 QDA = −2x + y + z + 9

B QSB = −x + 4y− z− 5 QDB = x− 2y + z + 3

C QSC = −x− y + 4z− 1 QDC = x + y− 2z− 1

Tìm giá bán của mỗi sản phẩm để thị trường cân bằng.

Bài 3.27. Tìm phương trình của parabol (P) : y = ax2 + bx + c(a ̸= 0), biết: a)
Parabol (P) cắt trục hoành tại hai điểm phân biệt có hoành độ lần lượt là x =

−2; x = 1 và đi qua điểm M(−1; 3); b) Parabol (P) cắt trục tung tại điểm có tung
độ y = −2 và hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng -4 tại x = 2.

Bài 3.28. Một viên lam ngọc và hai viên hoàng ngọc trị giá gấp 3 lần một viên ngọc
bích. Còn bảy viên lam ngọc và một viên hoàng ngọc trị giá gấp 8 lần một viên ngọc
bích. Biết giá tiền của bộ ba viên ngọc này là 270 triệu đồng. Tính giá tiền mỗi viên
ngọc.
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Bài 3.29. Bốn ngư dân góp vốn mua chung một chiếc thuyền. Số tiền người đầu
tiên đóng góp bằng một nửa tổng số tiền của những người còn lại. Người thứ hai

đóng góp bằng
1
3

tổng số tiền của những người còn lại. Người thứ ba đóng góp

bằng
1
4

tổng số tiền của những người còn lại. Người thứ tư đóng góp 130 triệu

đồng. Chiếc thuyền này được mua giá bao nhiêu?

Bài 3.30. Một quỹ đầu tư dự kiến dành khoản tiền 1,2 tỉ đồng để đầu tư vào cổ
phiếu. Để thấy được mức độ rủi ro, các cổ phiếu được phân thành ba loại: rủi ro
cao, rủi ro trung bình và rủi ro thấp. Ban Giám đốc của quỹ ước tính các cổ phiếu
rủi ro cao, rủi ro trung bình và rủi ro thấp sẽ có lợi nhuận hằng năm lần lượt là
15%, 10% và 6%. Nếu đặt ra mục tiêu đầu tư có lợi nhuận trung bình là 9% / năm
trên tổng số vốn đầu tư, thì quỹ nên đầu tư bao nhiêu tiền vào mỗi loại cổ phiếu?
Biết rằng, để an toàn, khoản đầu tư vào các cổ phiếu rủi ro thấp sẽ gấp đôi tổng các
khoản đầu tư vào các cổ phiếu thuộc hai loại còn lại.
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§4. DẤU CỦA TAM THỨC BẬC HAI

A LÝ THUYẾT VÀ VÍ DỤ

Định nghĩa 3.5. Tam thức bậc hai (đối với biến x) là biểu thức có dạng ax2 + bx+ c,
trong đó a, b, c là các số cho trước với a ̸= 0.

Định lí 3.1. Cho tam thức bậc hai f (x) = ax2 + bx + c, a ̸= 0. Khi đó

(a) Nếu ∆ < 0 thì f (x) cùng dấu với hệ số a với mọi x ∈ R.

(b) Nếu ∆ = 0 thì f (x) cùng dấu với hệ số a với mọi x ̸= − b
2a

.

(c) Nếu ∆ > 0 thì f (x) có hai nghiệm x1 < x2. Khi đó f (x) trái dấu với hệ số a
với mọi x nằm trong khoảng (x1, x2) và f (x) cùng dấu với hệ số a với mọi x
nằm ngoài đoạn [x1, x2].

Từ định lí về dấu của tam thức bậc hai ta có

∀x ∈ R, ax2 + bx + c > 0⇔


a > 0

∆ < 0

∀x ∈ R, ax2 + bx + c < 0⇔


a < 0

∆ < 0

Ví dụ 3.19. Xét dấu các tam thức sau:

(a) f (x) = −2x2 + 5x− 3

(b) f (x) = 2x2 + 3x + 12

Ví dụ 3.20. Xác định m sao cho với mọi x ∈ R ta có:

(a) (m− 1)x2 + 2(m− 2)x + m + 3 > 0

(b) (m + 1)x2 + 2(m + 1)x + m− 2 ≤ 0

Ví dụ 3.21. Tìm m để bất phương trình

(m− 2)x2 + 2(m− 2)x + m + 4 ≤ 0

vô nghiệm.
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Ví dụ 3.22. Tìm m để bất phương trình

(3−m)x2 − 2(m + 3)x + m + 2 < 0

có nghiệm.

Ví dụ 3.23. Cho tam thức bậc hai f (x) = x2 + 2mx + m. Tìm m để

(a) f (x) > 0 với mọi x ∈ (0,+∞)

(b) f (x) > 0 với mọi x ∈ (−1,+∞)

(c) f (x) > 0 với mọi x ∈ (−∞,−1] ∪ [0,+∞).

B BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 3.31. Ứng dụng định lý về dấu của tam thức bậc hai giải các bất phương trình
sau:

(a) x2 − 4x + 3 ≥ 0

(b) −2x2 + 5x− 3 ≥ 0

(c)
4x2 + 3x− 1
x2 + 5x + 7

≥ 0

(d)
(2− x2)(x2 − 2x + 1)
−x2 + 3x + 4

> 0

Bài 3.32. Chứng minh các phương trình sau luôn có nghiệm với moi giá trị của
m ∈ R

(a) 4x2 + 4(m + 2)x + 3m + 2 = 0

(b) mx2 + (5m + 6)x + m− 1 = 0

(c) (3m− 1)x2 + 3(m + 1)x + 1 = 0

Bài 3.33. Chứng minh rằng các bất phương trình sau vô nghiệm

(a) (m + 1)x2 + 3(m + 1)x + 1 = 0

(b) (2m2 − 7m + 10)x2 + 2(m− 3)x + 1 = 0

Bài 3.34. Định m sao cho các bất phương trình sau đúng với mọi x ∈ R (tức có tập
nghiệm là R)
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(a) mx2 − 4(m + 1)x + m− 5 > 0

(b) (m− 2)x2 + 2(m− 2)x + 2 ≥ 0

(c) (m2 + 4m− 5)x2− 2(m− 1)x+ 2 ≤
0

(d) (m− 4)x2 +(m+ 1)x+ 2m− 1 < 0

(e)
x2 − 6x + 40

mx2 + 2(m + 3)x + m− 4
< 0

(f)
x2 + mx− 1
2x2 − 2x + 3

< 1

(g) −4 <
2x2 + mx− 4
−x2 + x− 1

< 6

(h) |3(m + 6)x2 − 3(m + 3)x + 2m −
3| ≥ 3

(i) | x2 − 3x + 2
x2 + mx + 1

| ≤ 3

(j) | 3x2 − 4x
x2 + 2mx + 3m

| ≥ 2

Bài 3.35. Định m để các bất phương trình sau vô nghiệm

(a) (m− 2)x2 + (m− 2)x + m ≤ 0

(b) (m + 3)x2 + 2(m− 1)x + 4m < 0

(c) (3−m)x2 − 2(2m− 5)x− 2m + 5 ≥ 0

(d) m(m + 8)x2 − 2(m + 8)x + 8m + 1 > 0

Bài 3.36. Định m để các bất phương trình sau có nghiệm:

(a) (m− 5)x2 − 4mx + m− 2 ≤ 0

(b) (m− 2)x2 + 2(m− 2)x + 2 < 0

(c) mx2 + 2(m + 1)x + m− 2 ≥ 0

(d) (m + 2)x2 + 2(m + 2)x + m + 4 > 0

Bài 3.37. Tìm m để bất phương trình sau thoả với điều kiện cho trước

(a) x2 + 2(m + 1)x−m + 3 ≥ 0, ∀x ≤ 0

(b) x2 + 2(m + 1)x−m + 3 ≤ 0, ∀x ≥ 0

(c) x2 + 2mx + m > 0, ∀x ∈ (−∞,−1] ∪ [0,+∞)

(d) (2−m)x2 + 2(m− 4)x−m + 2 < 0, ∀x < 0

(e) x2 − 2(m− 2)x + m− 2 ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1]

(f) (m− 2)x2 − 2(m− 2)x + m− 2 ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1]

70



(g) (x−m + 1)(2x−m + 3) < 0, ∀x ∈ (1, 2)

(h) (x− 3 + 4m)(x + 2m− 1) > 0, ∀x ∈ [3,+∞)

Bài 3.38. Tìm m để bất phương trình f (x) = mx2 − 2(m− 1)x−m− 5 ≤ 0

(a) Có nghiệm.

(b) Có duy nhất một nghiệm.

(c) Có nghiệm là một đoạn trên trục số có độ dài băng 2.

Bài 3.39. Tìm m để để hàm số sau có tập xác định là R

(a) y = f (x) =
√

m(m− 4)x2 + 4mx + 3

(b) y = f (x) =
√

1− 1
x2 − 2mx + 5m− 4

(c) y = f (x) =

√
3x2 − 4x

x2 + mx + m
− 2

(d) y = f (x) =

√
x2 + mx + 4

mx2 + 2
√

3x + m− 2

Bài 3.40. Tìm m sap cho hàm số y = f (x) =
√
(m + 1)x2 − 2mx + 3m− 3 xác định

với mọi x > 1.

Bài 3.41. Tìm m sao cho f (x) = x2 +
1
x2 + 3m(x +

1
x
) > 0, ∀x ̸= 0.

Bài 3.42. Cho hệ bất phương trình

3x2 − x− 10 ≤ 0

mx + 2m− 1 ≤ 0
. Tìm m để hệ có nghiệm

là một đoạn trên trục số có độ dài bằng 3.

Bài 3.43. Định m để hệ

x2 − 2x− 4m ≤ 0

x2 − 4x + m ≤ 0
.

(a) Có nghiệm.

(b) Có nghiệm duy nhất.

Bài 3.44. Định m để hệ

(m− 1)x2 + (m− 1)x + m− 1 ≥ 0

mx2 − 2x + 2m + 1 ≤ 0.
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(a) Có nghiệm.

(b) Vô nghiệm.

(c) Có nghiệm duy nhất.
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§5. BẤT PHƯƠNG TRÌNH
BẬC NHẤT VÀ BẬC HAI

A LÝ THUYẾT VÀ VÍ DỤ

Định lí 3.2. Nhị thức bậc nhất f (x) = ax + b(a ̸= 0) cùng dấu với hệ số a khi x lớn
hơn nghiệm và trái dấu với hệ số a khi x nhỏ hơn nghiệm.

Nói các khác, kết quả của định lí trên được tóm tắt trong bảng sau

x

f (x) = ax + b

−∞ x0 +∞

trái dấu với a 0 cùng dấu với a

Định nghĩa 3.6. Tam thức bậc hai (đối với biến x) là biểu thức có dạng ax2 + bx+ c,
trong đó a, b, c là các số cho trước với a ̸= 0.

Định lí 3.3. Cho tam thức bậc hai f (x) = ax2 + bx + c, a ̸= 0. Khi đó

(a) Nếu ∆ < 0 thì f (x) cùng dấu với hệ số a với mọi x ∈ R.

(b) Nếu ∆ = 0 thì f (x) cùng dấu với hệ số a với mọi x ̸= − b
2a

.

(c) Nếu ∆ > 0 thì f (x) có hai nghiệm x1 < x2. Khi đó f (x) trái dấu với hệ số a
với mọi x nằm trong khoảng (x1, x2) và f (x) cùng dấu với hệ số a với mọi x
nằm ngoài đoạn [x1, x2].
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Ví dụ 3.24. Giải các bất phương trình sau:

(a)
1
2
(x + 1)− 2 (x + 3) < 2x + 1.

(b) −1
3
(4x + 1)− 2 (x + 3) ≥ 2x +

1
4

.

(c) 2x2 − 4x +
1
3
< 2(x + 1)2 − 1

3
x.

(d) (x− 1)2 + (2x− 3)2 > (2x + 1)2 +

(x− 3)2.
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Ví dụ 3.25. Giải các bất phương trình sau: Ứng dụng định lý về dấu của tam thức
bậc hai giải các bất phương trình sau:

(a) x2 − 4x + 3 ≥ 0

(b) −2x2 + 5x− 3 ≥ 0

(c) 4x2 + 3x− 1 ≥ 3x2 + 2x− 30

(d) 2− x2 − 2x ≥ −x2 + 3x + 4
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B BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 3.45. Giải các bất phương trình sau

(a) 2(4x + 1)− 4(5− 2x) > 2(4x− 1)− 1;

(b) (x2 − 4x)x− x3 > 3− 3x− 4x2;

(c)
x
2
− x + 1

3
≥ x− 3

5
+

5
4

;

(d)
2x(x2 + 1)− x2 − 4

3
+ x(x2 − x + 1) >

5
3
(x2 + 1).

Bài 3.46. Giải các bất phương trình x.

(a) −x2 + x + 1 > 0;

(b) 2x2 − 4x− 3 > 0;

(c) x2 − 3 > 2x;

(d) −x2 + 2x + 4 < 0;

(e) −3x2 − 6x− 8 < 0.

Bài 3.47. Chứng minh các phương trình sau luôn có nghiệm với moi giá trị của
m ∈ R

(a) 4x2 + 4(m + 2)x + 3m + 2 = 0

(b) mx2 + (5m + 6)x + m− 1 = 0

(c) (3m− 1)x2 + 3(m + 1)x + 1 = 0

Bài 3.48. Chứng minh rằng các bất phương trình sau vô nghiệm

(a) (m + 1)x2 + 3(m + 1)x + 1 = 0

(b) (2m2 − 7m + 10)x2 + 2(m− 3)x + 1 = 0
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§6. BẤT PHƯƠNG TRÌNH
TÍCH-CHỨA ẨN Ở MẪU

A LÝ THUYẾT VÀ VÍ DỤ

Ví dụ 3.26. Giải bất phương trình sau

(2x + 1)(x− 2)(4− 3x)(5 + 3x) < 0

Ví dụ 3.27. Giải bất phương trình sau

(2x + 1)15(x− 2)2(4− 3x)3(5 + 3x)10 < 0

Ví dụ 3.28. Giải bất phương trình sau

(3x + 2)(2x− 1)(3− 2x)4

(x + 1)3(2x− 4)
≥ 0

Ví dụ 3.29. Giải bất phương trình

2
x
+

1
x− 1

− 1
x3 − 1

≤ 0
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B BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 3.49. Giải các bất phương trình sau:

(a)
(x2 − 4)(x + 2)

x2 − 8x + 12
> 0

(b)
x− 3

x2 − 12x + 35
≤ 0

(c) (x2 − x + 1)(−4x2 + 9x− 5) < 0

(d)
(2x2 + 1)(25− 9x2)

4− 3x− x2 ≤ 0

Bài 3.50. Giải các bất phương trình sau

(a)
2x− 5

x2 − 6x− 7
<

1
x− 3

(b)
x2 − 5x + 6
x2 + 5x + 6

≤ x + 1
x

(c)
2

x2 − x + 1
− 1

x + 1
≥ 2x− 1

x3 + 1

Bài 3.51. Giải các hệ bất phương trình sau:

(a)

3x2 − 10x + 3 > 0

x2 − 6x− 16 < 0

(b)

3x2 + 8x− 3 ≤ 0

17x− 7− 6x2 ≥ 0

(c)


x2 + 4x + 3 ≥ 0

2x2 − x− 10 ≤ 0

2x2 − 5x + 3 ≥ 0

(d) −4 ≤ x2 − 2x− 7
x2 + 1

≤ 1

(e)

(x− 2)(6− x) ≥ 0

(−
√

3x + 2)(x + 1)(4x− 5) ≥ 0
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§7. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH BẰNG
PHƯƠNG PHÁP LŨY THỪA

Mục đích của phương pháp lũy thừa là làm mất dấu căn thức để đưa về phương
trình dạng đa thức bậc cao, giải phương trình đó ta sẽ có được nghiệm của phương
trình ban đầu. Trong quá trình biến đổi chú ý các biến đổi dạng "suy ra", ta phải
thử lại nghiệm. Sau đây ta xét các ví dụ sau:

Ví dụ 3.30. Giải phương trình:

(a)
√
−x2 + 4x− 3 = 2x− 5

(b)
√

x + 1 +
√

x− 2 =
√

3x
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Ví dụ 3.31. Giải phương trình
√

7− x2 + x
√

x + 5 =
√

3− 2x− x2.

80



Ví dụ 3.32. Giải phương trình
√

x + 1− 1 =

√
x−
√

x + 8.
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Ví dụ 3.33. Giải phương trình
√

x(x− 1) +
√

x(x + 2) = 2
√

x2.
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Ví dụ 3.34. Giải phương trình
√

x + 2
√

x− 1 +
√

x− 2
√

x− 1 =
x + 3

2
.
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Ví dụ 3.35. Giải phương trình
√

x + 3 +
√

3x + 1 = 2
√

x +
√

2x + 2.

84



Ví dụ 3.36. Giải phương trình 3
√

x + 5 + 3
√

x + 6 = 3
√

2x + 11.

A BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 3.52. Giải các phương trình sau;

(a)
√

x2 + 3x + 4− 3x = 1

(b) 1 +
√

x− 1 =
√

6− x

(c)
√
−x2 + 4x− 3 = 2x− 5

(d) x−
√

4− x2 = 0

Bài 3.53. Giải các phương trình sau:

(a)
√

2x + 3 +
√

2x + 2 = 1

(b)
√

5x− 1−
√

x− 1 =
√

2x− 4

(c) x2 − 2x + 4(x− 3)

√
x + 1
x− 3

= 0.

(d)
√

x− 1− 2
√

x− 2+
√

x + 2 + 4
√

x− 2+
3 = 0

Bài 3.54. Giải các phương trình sau:

(a)
x2

√
3x− 2

−
√

3x− 2 = 1− x

(b)
√

x +
√

x + 1−
√

x2 + x = 1

(c)
√

x(x + 1) +
√

x(x + 2) = 2
√

x2

(d)
√

2x2 + 8x + 6 +
√

x2 − 1 = 2x +

2

Bài 3.55. Giải các phương trình sau

(a) 3
√

x + 1 + 3
√

3x + 1 = 3
√

x− 1

(b) 3
√

2x− 5 + 3
√

3x + 7 = 3
√

5x + 2

Bài 3.56. Giải các phương trình sau:

(a)
√

x2 − 3x + 4 + 1− x −
√

3− x =

0

(b)
√

x2 + 3x + 4 + 1 + x −
√

3 + x =

0

(c)
√

x2 − 3x + 3 + 1− x −
√

2− x =

0

(d)
√

4x2 − 10x + 7 + 2 − 2x −√
3− 2x = 0
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§8. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH BẰNG
PHƯƠNG PHÁP ĐẶT ẨN PHỤ

Lưu ý 3.4. Mục đích của phương pháp đặt ẩn phụ là đưa phương trình đã cho về
phương trình hoặc hệ phương trình đơn giản hơn và các phương trình đã biết cách
giải trước đó.

Ví dụ 3.37. Giải phương trình
√

x2 − x + 3−
√
−x2 + x + 2 = 1.
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Ví dụ 3.38. Giải phương trình 2x2 − 6x + 7 = 5
√

x2 − 3x + 5.

Ví dụ 3.39. Giải phương trình (x− 1)2 + 2(x + 1)

√
x− 3
x + 1

= 12.
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Trên đây là các phương trình mà ta thấy rõ được biểu thức f (x) lặp đi lặp lại, trong
một số trường hợp khác f (x) không xuất hiện một cách tường mình, mà phải thông
qua một số biến đổi thì mới xuất hiện. Ta xem các ví dụ sau:

Ví dụ 3.40. Giải phương trình x2 + 3x

√
x− 4

x
= 10x + 4.
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Ví dụ 3.41. Giải phương trình
√

1 + x + 2
√

1− x = 3 4
√

1− x2
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Trong một số trường hợp phức tạp hơn, ta đặt ẩn phụ một biểu thức, và tính các
biểu thức còn lại theo ẩn phụ. Ta xem ví dụ sau:

Ví dụ 3.42. Giải phương trình
√

11− x +
√

x + 2 + 2
√

22 + 9x− x2 = 17.
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Sau đây là cách đặt ẩn phụ để đưa phương trình thành một phương trình hai ẩn,
từ đó giải ẩn này theo ẩn kia để thiết lập một phương trình đơn giản hơn phương
trình đã cho.

Ví dụ 3.43. Giải phương trình x2 + 16x− 16 = (2x + 1)
√

3x2 + 4.
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Ví dụ 3.44. Giải phương trình
√

x2 + 1 + 2
√

x2 + 2x + 3 = 3
√

x2 + 4x + 5.
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Ví dụ 3.45. Giải phương trình
√

1 + x− 2
√

1− x− 3
√

1− x2 = x− 3.
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Ví dụ 3.46. Giải phươg trình x2 + 5x− 3 = 2(2x + 3)
√

x− 1.
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Ngoài ra còn có cách đặt ẩn phụ đưa về hệ phương trình, ta xét ví dụ sau:

Ví dụ 3.47. Giải phương trình: 3
√

7 + x−
√

2− x = 1

A BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 3.57. Giải các phương trình sau

(a)
√

2x2 − 4x + 8 +
√

2x2 − 4x + 3 = 5

(b) (x + 5)(2− x) = 3
√

x2 + 3x

(c) (x + 4)(x + 1)− 3
√

x2 + 5x + 2 = 6

(d) 4x2 + 10x + 9 = 5
√

2x2 + 5x + 3

Bài 3.58. Giải các phương trình sau:

(a) 1 +
2
3

√
x− x2 =

√
x +
√

1− x

(b)
√

2x + 3 +
√

x + 1 = 3x + 2
√

2x2 + 5x + 3− 16

(c)
√

3x− 2 +
√

x− 1 = 4x− 9 + 2
√

3x2 − 5x + 2

(d)
√

2x + 3 +
√

x + 1 = 3x + 2
√

2x2 + 5x + 3− 16.

Bài 3.59. Giải các phương trình sau

(a)
√

3x2 − 2x + 15 +
√

3x2 − 2x + 8 = 7

(b)
4x− 1√
4x− 3

+
11− 2x√

5− x
=

15
2

(c)
3− x√
13− 6x

+
3 + x√
13 + 6x

= 2

Bài 3.60. Giải các phương trình sau:

(a) 2x2 + 5x− 1 = 7
√

x3 − 1

(b) 2(x2 + 2) = 5
√

x3 + 1

(c)
√

5x2 + 14x + 9−
√

x2 − x + 20 = 5
√

x + 1

(d) (x2 − 6x + 11)
√

x2 − x + 1 = 2(x2 − 4x + 7)
√

x− 2

Bài 3.61. Giải các phương trình sau:

95



(a) 2

√
3x− 1

x
=

x
3x− 1

+ 1

(b) (x + 5)(2− x) = 3
√

x2 + 3x

(c) 2(1− x)
√

x2 + 2x− 1 = x2 − 2x− 1

(d) (x + 4)(x + 1)− 3
√

x2 + 5x + 6 + 4 = 0

(e) (x− 1)(x + 2) + 2(x− 1)

√
x + 2
x− 1

= 8

(f) 3

√
2x

x + 1
+

3

√
1
2
+

1
2x

= 2.
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§9. PHƯƠNG PHÁP NHÂN LƯỢNG LIÊN HỢP

Phương pháp nhân lượng liên hợp được sự dụng khi phương trình có độ phức tạp
cao, lệch bậc nhiều ở các biểu thức chứa căn và nghiệm của phương trình thường
dễ đoán và có ít nghiệm.
Nội dung phương pháp là ta phải đoán được nghiệm, thêm bớt (tách) và nhóm các
số hạng phù hợp và nhân chia với biểu thức liên hợp để xuất hiện nhân tử. Ta xét
các ví dụ sau.

Ví dụ 3.48. Giải phương trình:√
3x2 − 5x + 1−

√
x2 − 2 =

√
3(x2 − x− 1)−

√
x2 − 3x + 4

Ví dụ 3.49. Giải phương trình

3
√

x2 − 1 + x =
√

x3 − 1

Ví dụ 3.50. Giải phương trình
√

x− 2 +
√

4− x = 2x2 − 5x− 1.

Ví dụ 3.51. Giải phương trình x2 + x− 1 = (x + 2)
√

x2 − 2x + 2.
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A BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 3.62. Giải các phương trình sau:

(a)
√

2x− 3−
√

x = 2x− 6

(b)
√

x + 1 + 1 = 4x2 +
√

3x

(c)
√

10x + 1 +
√

3x− 5 =
√

9x + 4 +
√

2x− 2

(d)
2x2

(3−
√

9 + 2x)2
= x + 21

(e) 9(x + 1)2 = (3x + 7)(1−
√

3x + 4)2

Bài 3.63. Giải các phương trình sau:

(a)
√

3x + 1−
√

6− x + 3x2 − 14x− 8 = 0

(b)
√

2x3 + 3x2 + 6x + 16−
√

4− x = 2
√

3

(c)
√

x2 + 12 + 5 = 3x +
√

x2 + 5

(d) x2 − 4x− 2 +
√

x2 − 4x + 7 +
√

5x− 6 = 0

(e) 3 3
√

x2 +
√

x2 + 8− 2 =
√

x2 + 15

Bài 3.64. Giải các phương trình sau:

(a)
√

2x2 − x + 3−
√

21x− 17 + x2 − x = 0

(b) x(x + 1)(x− 3) + 3 =
√

4− x +
√

1 + x

(c)
√

3x + 1 + 2 3
√

19x + 8 = 2x2 + x + 5

(d)
√

3− x +
√

2 + x = x3 + x2 − 4x− 4 + |x|+ |x− 1|

Bài 3.65. Giải các phương trình sau

(a)
√

x + 2 +
√

3− x = x3 + x2 − 4x− 1

(b) 3x2 − 8x + 3 = 3
√

x + 1

(c) 2x2 − x− 2 =
√

5x + 6

(d)
√

x + 1 +
√

2x + 3 = x2 − x− 1
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Bài 3.66. Giải các phương trình sau

(a) x2 − 3x + 4 = 2
√

x− 1

(b)
√

2x2 + 8− 2
√

2x− 3 + x− 4 = 0

(c) x2 − 9x + 24 = 2
√

x− 3 + 2
√

9− 2x

Bài 3.67. Giải các phương trình sau:

(a) x2 − x + 1−
√

2x− 1 = 0

(b) x2 − x + 2− 2
√

x = 0

(c) 2x + 1 = 2
√

x +
√

2x− 1
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½CHƯƠNG½

4
£££

TỔ HỢP - XÁC SUẤT

§1. QUY TẮC CỘNG - QUY TẮC NHÂN

A LÝ THUYẾT - VÍ DỤ

Định nghĩa 4.1. Để thực hiện một công việc có thể sử một trong k phương án
A1, A2, ..., Ak. Nếu phương án A1 có a1 cách thực hiện, A2 có a2 cách thực hiện...Ak

có ak cách thực hiện. Khi đó số cách thực hiện công việc là: a1 + a2 + ... + ak.
Ta có thể định nghĩa theo cách sau: Tập A1 có a1 phần tử, A2 có a2 phần tử, ...,
Ak có ak phần tử, Ai ∩ Aj = ∅∀i, j = 1, 2, ..., k, i ̸= j. Khi đó số phần tử của tập
A1 ∪ A2 ∪ ...∪ Ak là a1 + a2 + ... + ak.

Định nghĩa 4.2. (Quy tắc bù trừ) Cho hai tập hợp A và B. Khi đó

|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|

Khi A ⊂ X thì |A| = |X| − |A|

Định nghĩa 4.3. Quy tắc nhân. Để thực hiện một công việc, ta cần thực hiện lần
lượt qua các giai đoạn A1, A2, ..., Ak. Nếu A1 có a1 cách thực hiện, A2 có a2 cách
thực hiện, ..., Ak có ak cách thực hiện. Khi đó số cách thực hiện công việc là a1 ×
a2 × ...× ak.
Ta có thể định nghĩa theo cách sau: Cho tập A1 có a1 phần tử, A2 có a2 phần tử,
..., Ak có ak phần tử. Khi đó số phần tử của tích Decarters A1 × A2 × ... × Ak =

{(x1, x2, ...xk)|xi ∈ Ai∀i = 1, 2, ..., k} là a1 × a2 × a3 × ...× ak.

Ví dụ 4.1. Cho tập A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số tự
nhiên

(a) Có 5 chữ số khác nhau.

(b) Không lớn hơn 4000.

(c) Có bao nhiêu số lẻ có các chữ số khác nhau.
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(d) Có bao nhiêu số có 4 chữ số, mà các chữ số không nhất thiết phải khác nhau.

(e) Có bao nhiêu số có 5 chữ số không có số 1 hoặc không có số 2.

Ví dụ 4.2. Có thể tạo ra được bao nhiêu hình vuông từ bảng các điểm đã cho như
hình sau (8× 8). Biết rằng:

(a) Cạnh hình vuông song song với cạnh hình vuông lớn.

(b) Bất kì.

Ví dụ 4.3. Cho n có phân tích thành thừa số nguyên tố như sau

n = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k

Tính số ước nguyên dương của n.

Ví dụ 4.4. Có bao nhiêu số tự nhiên không lớn hơn 1000

(a) Có ít nhất một chữ số 1. (272)

(b) Không chia hết cho 2 hoặc 3 hoặc 5.

B BÀI TẬP

Bài 4.1. Đội tình nguyện viên của trường PTNK gồm 6 bạn lớp 10, 3 bạn lớp 11 và
5 bạn lớp 12. Cần chọn ra 3 bạn làm ban chỉ huy trong đó có 1 đội trưởng, một đội
phó và 1 ủy viên. Hỏi có bao nhiêu cách chọn thỏa:

(a) Chọn tùy ý.

(b) Bạn tổ trưởng lớp 11.
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Bài 4.2. Thầy dạy toán có một số bài tập gồm: 6 bài toán khó, 5 bài toán trung bình
và 7 bài toán dễ và 4 bài siêu dễ. Thầy muốn lập một đề thi gồm 1 câu hỏi khó, 1
câu hỏi trung bình, 1 câu hỏi dễ và 1 câu siêu dễ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn bài.

Bài 4.3.

(a) Có bao nhiêu dãy nhị phân có độ dài n.

(b) Có bao nhiêu tập con của tập có n phần tử.

Bài 4.4. Có bao nhiêu số nguyên dương có 5 chữ số:

(a) Có các chữ số chẵn lẻ xen kẽ.

(b) Có chữ số 1 và 2 nhưng không đứng cạnh nhau.

(c) Có các chữ số khác nhau và có chữ số 1.

(d) Có 4 chữ số không có chữ số 1 hoặc không có chữ số 0.

(e) Số chẵn có 5 chữ số khác nhau và chữ số 3 và 0 không đồng thời có mặt.

(f) Có 5 chữ số có chữ số 1 hoặc có chữ số 2.

Bài 4.5. Cho A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} và B = {a, b, c}. Có bao nhiêu ánh xạ f từ A vào
B.

Bài 4.6. Có bao nhiêu cặp số (a, b) mà bội chung nhỏ nhất của a, b là 201732018520194

Bài 4.7. Lớp 10 Toán có 6 bạn nữ và 6 bạn nam được xếp ngồi trên hai dãy ghế đối
diện nhau, mỗi dãy có 6 ghế. Có bao nhiêu cách xếp thỏa:

(a) Xếp bất kì.

(b) Mỗi bạn nam ngồi đối diện với một bạn nữ.

Bài 4.8. Có 5 bạn vào rạp xem phim, trong rạp chỉ còn một dãy ghế gồm 8 ghế. Hỏi
có bao nhiêu cách để các bạn ngồi, biết rằng mỗi người đều được ngồi vị trí bất kì.

Bài 4.9. Cho tập A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Có bao nhiêu số mà các chữ số thuộc A thỏa:

(a) Số chẵn có 5 chữ số khác nhau.

(b) Số có 3 chữ số khác nhau và chia hết cho 9. (Số chia hết cho 9 khi và chỉ khi
tổng các số chia hết cho 9)

(c) Số có 4 chữ số khác nhau và chia hết cho 25.
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(d) Số có 5 chữ số có dạng abcba (a, b, c đôi một khác nhau).

(e) Số có 6 chữ số có dạng12abab và chia hết cho 5.
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§2. CHỈNH HỢP - HOÁN VỊ - TỔ HỢP

A CHỈNH HỢP - HOÁN VỊ

Định nghĩa 4.4. Mỗi cách sắp xếp k phần tử (phân biệt) vào n vị trí phân biệt (n ≥
k) được gọi là một chỉnh hợp chập k của n.

Định lí 4.1. Số chỉnh hợp chập k của n là

Ak
n =

(n!)
(n− k)!

Định nghĩa 4.5. Khi k = n, thì mỗi chỉnh hợp chập n của n được gọi là một hoán
vị, hay mỗi cách sắp xếp n phần tử vào n vị trí được gọi là một hoán vị của n phần
tử.

Định lí 4.2. Số hoán vị của n phần tử là Pn = n!.

Định nghĩa 4.6. Cho tập A = {1, 2, · · · , n}. Mỗi song ánh từ A vào A được gọi là
một hoán vị.

Ví dụ 4.5. Có 8 bạn nam và 2 bạn nữ được xếp thành một hàng dài. Hỏi có bao
nhiêu cách xếp thỏa:

(a) Xếp bất kì.
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(b) 8 bạn nam kề nhau,2 bạn nữ kề nhau.

(c) Các bạn nam giữa hai bạn nữ.

Ví dụ 4.6. Có 8 bạn nam và 4 bạn nữ. Có bao nhiêu cách sắp xếp các bạn này thành
một hàng sao cho không có hai bạn nữ nào đứng kề nhau.

Ví dụ 4.7. Cho tập A = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Từ A có thể lập được bao nhiêu số

(a) Là số chẵn có 4 chữ số khác nhau.

(b) Là số lẻ có 5 chữ số khác nhau và chia hết cho 3.

B TỔ HỢP

Định nghĩa 4.7. Cho tập hợp A có n phần tử. Một tập hợp con có k phần tử của A
được gọi là một tổ hợp chập k của n phần tử.

Tính chất 4.1. Số tổ hợp có chập k của n là:

Ck
n =

Ak
n

k!
=

n!
(n− k)!k!

Ví dụ 4.8. Đội văn nghệ của trường gồm 4 bạn học sinh lớp 10, 5 học sinh lớp 11, 4
học sinh lớp 12.

(a) Có bao nhiêu cách chọn ra hai bạn hát song ca?

(b) Có bao nhiêu cách chọn ra 3 bạn hát tam ca mà mỗi khối có một học sinh?

(c) Có bao nhiêu cách chọn ra một đội múa gồm 5 bạn trong đó có ít nhất 2 học
sinh lớp 11.

Ví dụ 4.9. Cho tập A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {a, b, c, d, e, }, C = {x, y, z}.
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(a) Có bao nhiêu song ánh từ A vào B.

(b) Có bao nhiêu ánh xạ từ A vào C? Có bao nhiêu đơn ánh từ C vào A.

(c) Có bao nhiêu đơn ánh từ C và A sao cho f (x) + f (y) + f (z) là số chẵn.

C BÀI TẬP

Bài 4.10. Cho tập A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, a, b, c, d}

(a) Có bao nhiêu hoán vị của A.

(b) Có bao nhiêu hoán vị của A mà các chữ số đứng kề nhau.

Bài 4.11. Cho tập A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

(a) Có bao nhiêu hoán vị của A mà hai chữ số lẻ không đứng kề nhau.

(b) Từ A có thể lập được bao nhiêu số có 4 chữ số mà chữ số đứng sau lớn hơn
chữ số đứng liền trước.

Bài 4.12. Xếp m bạn nam và n bạn nữ thành 1 hàng, với m, n ∈N. Hỏi có bao nhiêu
cách xếp nếu:

(a) Không có bạn nam nào đứng cạnh nhau (m ≤ n + 1) ;

(b) n bạn nữ đứng liền kề nhau;

(c) Một bạn nam A và một bạn nữ B đứng cạnh nhau.

Bài 4.13. Tính: 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n!, n ∈N.

Bài 4.14. Tính:
1

(1 + 1)!
+

2
(2 + 1)!

+ · · ·+ n
(n + 1)!

với n ∈N.

Bài 4.15. Cho n, r ∈N với r ≤ n. Chứng minh rằng:

(a) Ar
n = nAr−1

n−1;

(b) Ar
n = (n− r + 1) Ar−1

n ;

(c) Ar
n =

n
n− r

Ar−1
n , với r < n;

(d) Ar
n+1 = Ar

n + rAr−1
n ;

(e) Ar
n+1 = r! + r

(
Ar−1

n + Ar−1
n−1 + ... + Ar−1

r

)
.
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Bài 4.16. Một nhóm có 15 hóc sinh, trong đó có 5 bạn nữ. Hỏi có bao nhiêu cách
chọn 9 học sinh sao cho có đúng 3 học sinh nữ:

(a) để thành lập một hội đồng.

(b) để thành lập một hội đồng với 9 vị trí khác nhau.

Bài 4.17. Có 10 cái ghế được xếp thành một hàng. 7 học sinh được xếp vào 7 cái ghế
sao cho không có 2 học sinh nào ngồi chung một cái ghế. Hỏi có bao nhiêu cách xếp
sao cho không có 2 cái ghế trống nào liền nhau.

Bài 4.18. Có 8 cái hộp được xếp thành hàng. Hỏi có bao nhiêu cách đặt 5 viên bi
khác nhau vào các hộp nếu mỗi hộp chứa nhiều nhất 1 viên bi và không có hai hộp
không chứa bi nào đứng cạnh nhau?

Bài 4.19. Xếp một nhóm có 20 học sinh, trong đó có 3 bạn nữ là: A, B, C và 4 bạn
nam: X,Y,Z,T thành 2 hàng, mỗi hàng 10 học sinh. Hỏi có bao nhiêu cách xếp sao
cho 3 bạn nữ luôn ở hàng trước, còn 4 bạn nam ở hàng phía sau.

Bài 4.20. Hỏi có bao nhiêu cách xếp 7 bạn nam và 2 bạn nữa thành một hàng sao
cho các bạn gái cách nhau bởi đúng 3 bạn nam?

Bài 4.21. Tìm số (m + n)-nhị phân là một dãy chữ số với m số 0 và n số 1 sao cho
không có 2 số 1 nào đứng kề nhau, khi n ≤ m + 1.

Bài 4.22. Lớp A có 10 bạn nữ và 15 bạn nam và lớp B có 4 nữ và 10 nam. Một hội
đồng gồm 7 thành viên được chọn từ 2 lớp đó. Hỏi có bao nhiêu cách chọn các
thành viên sao cho có đúng 4 bạn của lớp B và có đúng 5 bạn nam.

Bài 4.23. Trong mỗi trường hợp sau, tìm số tuyến đường ngắn nhất từ O đến P
trong sơ đồ được cho dưới đây:
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(a) Tuyến đường phải đi qua A.

(b) Tuyến đường phải qua đoạn AB.

(c) Tuyến đường phải đi qua A và C.

Bài 4.24. Tìm số cách chọn một nhóm gồm 2k người từ n cặp đôi, với k, n ∈ N và
2k ≤ n, trong mỗi trường hợp sau đây:

(a) Có k cặp đôi trong nhóm đó.

(b) Không có cặp đôi nào trong nhóm đó.

(c) Có ít nhất một cặp đôi được chọn trong nhóm.

(d) Có đúng 2 cặp đôi được chọn trong nhóm đó.

Bài 4.25. Cho một đa giác có 10 đỉnh.

(a) Có bao nhiêu đường chéo.

(b) Có bao nhiêu tam giác có 3 đỉnh là 3 đỉnh thuộc đa giác.

(c) Có bao nhiêu tam giác có đúng 1 cạnh trùng với cạnh của đa giác.

(d) Có bao nhiêu tam giác không có cạnh nào trùng với cạnh của đa giác.

(e) Biết rằng không có 3 đường chéo nào đồng quy. Tìm số giao điểm của các
đường chéo.

Bài 4.26. Cho đa giác đều có 100 cạnh. Hỏi có bao nhiêu hình chữ nhật tạo ra từ các
đỉnh của đa giác trên.

Bài 4.27. Cho A là tập hợp các số nguyên dương từ 1 đến 100. Hỏi có bao nhiêu tập
con có 3 phần tử của A thỏa:

(a) Tổng các số chia hết cho 3

(b) Tổng các số chia hết cho 4.

Bài 4.28. Chung kết cuộc thi tiếng hát học đường có 3 bạn vào chung kết, mỗi bạn
hát 2 bài khác nhau. Hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp chương trình sao cho không có
ai hát liên tiếp.

Bài 4.29. Có bao nhiêu cách chọn ra 3 số từ tập A = {1, 2, · · · , 100} sao cho một số
là trung bình cộng của hai số còn lại.
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§3. NHỊ THỨC NEWTON

Định lí 4.3. Với n ∈N∗ ta có

(a + bn) =
n

∑
k=0

Ck
nan−kbk = C0

nan + C1
nan−1b + ... + Ck

nan−kbk + ... + Cn
nbn.

Ví dụ 4.10. Khai triển các nhị thức sau:

(a) (x + 2y)5

(b) (2x− 3
y
)7

(c) (
√

x +
1

3
√

x
)10

Ví dụ 4.11. Tìm số hạng trong khai triển

(a) (3x3 − 2
x2 ) chứa x10

(b) (
x
4
− 12

x
)12 chứa x4

Ví dụ 4.12. Tìm hệ số của số hạng chứa x25y10 trong khai triển (x3 − xy)15

A TAM GIÁC PASCAL

Muốn khai triển (a + b)n ta có thể dùng nhị thức Newton như trên, ngoài ra ta còn
có thể sử dụng bảng số sau đây (được gọi là tam giác Pascal)

Các số trong hàng thứ n của tam giác Pascal là dãy gồm n + 1 số

C0
n, C1

n, ..., Cn−1
n , Cn

n

B BÀI TẬP
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Bài 4.30. Tìm hệ số của x9 trong khai
triển

P(x) = (1+ x)9 +(1+ x)10 + ...+(1+ x)14.

Bài 4.31. Tìm hệ số của x16 trong khai
triển (x2 − 2x)10.

Bài 4.32. Tìm hệ số của x1008 trong khai

triển (x2 +
1
x2 )

2018.

Bài 4.33. Tìm hệ số của số hạng chứa
x5 trong khai triển x(2 − 3x)5 + x2(1 +

3x)10

Bài 4.34. Trong khai triển (2x +

3)2(2x2 + 1)10 hãy tìm số hạng chứa x12.

Bài 4.35. Tìm n biết hệ số của xn−2 trong

khai triển (x− 1
4
)n là 31.

Bài 4.36. Tìm hệ số của x8 trong khai
triển [1 + x2(1− x)]8.

Bài 4.37. Xác định hệ số của x3 trong
khai triển (1 + 2x + 3x2)10

Bài 4.38. Tìm hệ số của x16 trong khai
triển [1− x2(1− x2)]16.

Bài 4.39. Tìm hệ số của x11 trong khai
triển (1 + x2 + x3)5

Bài 4.40. Tìm số hạng không chứa x
trong khai triển

(a) (xy2 − 1
xy

)8

(b) (2x +
1

5
√

x
)16

(c) (
1

3
√

x2
+

4
√

x3)17

Bài 4.41. Tìm hệ số của số hạng trong
khai triển
(

1
x2 +

√
x5)n chứa x8, biết Cn+1

n+4 −
Cn

n+3 = 7(n + 3)

Bài 4.42. Trong khai triển (x 3
√

x +

x−
28
15 )n. Hãy tìm hệ số của số hạng không

phụ thuộc vào x. Biết Cn
n + Cn−1

n +

Cn−2
n = 79.

Bài 4.43. Trong khai triển (2
x−1

2 + x−
x
3 )n

biết C3
n = 5C1

n và số hạng thứ 4 bằng 20n.
Tính n, x.

Bài 4.44. Tìm x biết rằng trong khai
triển của nhị thức (2x + 2

1
2−x)n có tổng

số hạng thứ 2 và thứ 5 bằng 135, còn
tổng hệ số của 3 số hạng cuối bằng 122.

Bài 4.45. Biết tổng các hệ số trong khai

triển (x3 +
1
x
)n bằng 1024. Tìm hệ số của

số hạng thứ 7.

Bài 4.46. Cho biết tổng tất cả các hệ số
trong khai triển (x2 + 1)n bằng 1024. Tìm
hệ số của số hạng chứa x12.

Bài 4.47. Tìm số hạng có hệ số hữu tỷ

trong khai triển (
1√
2
+

3
√

5)3n+1 biết

Cn
n + 2Cn−1

n + Cn−2
n = C2n−3

n+2 .

Bài 4.48. Tìm số hạng chứa x, y với số

mũ hữu tỉ trong khai triển ( 3
√

xy2 +
√

xy)12

Bài 4.49. Giả sử n là số nguyên dương
và (1 + x)n = a0 + a1x + a2x2 + ... +
anxn. Biết tồn tại số nguyên 1 ≤ k ≤
n− 1 thoả

ak−1

2
=

ak

9
=

ak+1

24
. Hãy tính

n.

110



Bài 4.50. Sau khi rút gọn trong khai

triển (x − 1
x2 )

20 + (x3 − 1
x
)10 thì biểu

thức còn lại mấy số hạng.

Bài 4.51. Biết khai triển (1 − 2x)18 =

a0 + a1x + ... + a18x18. Tính

S = |a0|+ |a1|+ ... + |a18|.

Bài 4.52. Cho khai triển nhị thức

(
1
3
+

2
3

x)10 = a0 + a1x+ a2x2 + ...+ a10x10.

(a) Hãy tìm số hạng ak lớn nhất.

(b) Tính a0 + a1 + ... + an

(c) Tính a0 + a2 + a4 + ...

(d) Tính a1 + a3 + a5 + ...

Bài 4.53. Giả sử P(x) = (1 + 2x)n =

a0 + a1x + ... + anxn thoả mãn

a0 +
a1

2
+

a2

22 + ... +
an

2n = 4096.

Hãy tìm max{a0, a1, ..., an}.

Bài 4.54. Cho P(x) = (1 + 2x)n = a0 +

a1x + ... + anxn thoả mãn

a0 +
a1

2
+

a2

22 + ... +
an

2n = 212.

Tìm max{a0, a1, ..., an}.

Bài toán tính tổng và chưng minh đẳng
thức bằng nhị thức Newton

Bài 4.55. Cho n là số nguyên dương.
Hãy tính

(a) S1 = C0
5 + 2C1

5 + 22C2
5 + ... + 25C2

5

(b) S2 = C0
5 − 2C1

5 + 22C2
5 + ...− 25C2

5

(c) S3 = C1
20 + C2

20 + C3
20 + ... + C20

20

(d) S4 = C1
20 − C2

20 + C3
20 + ...− C20

20

(e) S5 = 2nC0
n + 2n−1C1

n + 2n−2C2
n +

... + Cn
n

(f) S6 = C0
n − C1

n + C2
n − C3

n + ... +
(−1)nCn

n

(g) S7 = 3C1
n + 33C3

n + ... + 3n−1Cn−1
n

(h) S8 = C0
2n − C1

2n + C2
2n − C3

2n + ... +
C2n

2n

Bài 4.56. Tính các tổng sau

(a) C6
10 + C7

10 + C8
10 + C9

10 + C10
10

(b) C6
11 + C7

11 + C8
11 + C9

11 + C10
11 + C11

11

(c) C14
30 − C15

30 + C16
30 − C17

30 + ...− C29
30 +

C30
30

Bài 4.57. Chứng minh với mọi số
nguyên dương m, n, 0 ≤ p ≤ min{m, n}.
Ta luôn có

Cp
m +Cp−1

m C1
n +Cp−2

m C2
n + ...+Cp−q

m Cq
n + ...+C0

mCp
n = Cp

m+n.

Bài 4.58. Giả thiết các điều kiện có
nghĩa. Chứng minh rằng

(a) (C0
n)

2 + (C1
n)

2 + ... + (Cn
n)

2 = Cn
2n.

(b) C0
2n +C2

2n +C4
2n + ...+C2n

2n = C1
2n +

C3
2n + ... + C2n−1

2n = 22n−1

(c) 1−C1
n +C2

n−C3
n + ...+(−1)kCk

n =

(−1)kCk
n−1

(d) (C0
2n)

2 − (C1
2n)

2 + (C2
2n)

2 − ... +
(C2n

2n)
2 = (−1)nCn

2n

(e) 3n[C0
n +

1
3

C1
n +

1
32 C2

n + ... +

1
3n Cn

n ] = 4n
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Bài 4.59. Chứng minh các hệ thức sau

(a) 1− 10C1
2n + 102C2

2n− 103C3
2n + ...−

102n−1C2n−1
2n + 102n = 81n

(b) C0
2n + 32C2

2n + 34C4
2n + ... +

32nC2n
2n = 22n−1(22n + 1)

(c) C0
n + 2C1

n + 22C2
n + ... + 2nCn

n =

4nC0
n − 4n−1C1

n + 4n−2Cn−2
n − ... +

(−1)nCn
n

Bài 4.60. Chứng minh

(a) 12C1
n + 22C2

n + ... + n2Cn
n = n(n +

1)2n−2

(b) 2.1C2
n + 3, 2.C3

n + ...+ n(n− 1)Cn
n =

n(n− 1)2n−2

(c) (C0
2n+1)

2 − (C1
2n+1)

2 + (C2
2n+1)

2 −
...− (C2n+1

2n+1)
2 = 0

(d) 4nC0
n − 4n−1C1

n + 4n−2C2
n − ... +

(−1)nCn
n = C0

n + 2C1
n + 22C2

n + ...+
2nCn

n

Bài 4.61. Tính tổng các hệ số của các số
hạng trong khai triển

(a) (3x +
2

3
√

x
)10

(b) (1− 2x +
√

x2)8

Bài 4.62. Tìm hệ số của số hạng chứa x26

trong khai triển (
1
x4 + x7)n. Biết

C1
2n+1 + C2

2n+1 + ... + Cn
2n+1 = 220 − 1.

Bài 4.63. Xác định hệ số an của xn trong
khai triển

(1 + x + 2x2 + ... + nxn)2.

Tìm n biết an = 6n

Bài 4.64. Tìm hệ số của số hạng chứa x10

trong khai triển của (x2 + 2)n(3x3 + 1)n.
Biết

C2n
2n− 3C2n−1

2n + ...+(−1)k3kC2n−k
2n + ...+ 32nC0

2n = 1024.

Bài 4.65. Tìm hệ số hạng thứ 11 trong
khai triển (2 + x)n. Biết

3nC0
n− 3n−1C1

n + 3n−2C2
n− 3n−3C3

n + ...+(−1)nCn
n = 2048.

Bài 4.66. Trong khai triển (1− 2x + x3)n

tìm a6 biết

a0 +
a1

2
+

a2

22 + ... +
a3n

23n = (
1
2
)15.

Bài 4.67. Xác định hệ số của xn−1, xn−2

trong khai triển của

(x +
1
2
)(x +

1
22 )(x +

1
x3 )...(x +

1
xn ).

Bài 4.68. Tìm hệ số chứa x18 trong khai
triển (x + 2)13(x2 − 2x + 4)n biết n là số
nguyên dương thoả

C1
2n+1 + C2

2n+1 + ... + Cn
2n+1 = 220 − 1.

Bài 4.69. Tính các tổng sau

(a) S0 = C0
n + C1

n + ... + Cn
n

(b) S2 = C0
n + C2

n + C4
n + ...

(c) S3 = C1
n + C3

n + C5
n + ...

(d) S4 = C0
n + 2C1

n + 22C2
n + ... + 2nCn

n

(e) S5 = 5nC0
n + 5n−1C1

n + ... + Cn
n

(f) S6 = C0
n + 22C2

n + 24C4
n + ...

Bài 4.70. Cho n là số nguyên dương
chẵn. Hãy tính các tổng sau
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(a) S0 = C0
n + 3C1

n + 32C2
n + ... + 3nCn

n

(b) S1 = C0
n + 32C2

n + 34C4
n + ...+ 3nCn

n

(c) S2 = 3.C1
n + 33C3

n + 35C5
n + ... +

3n−1Cn−1
n

Bài 4.71. Tính các tổng sau:

(a) S1 = C6
11 +C7

11 +C8
11 +C9

11 +C10
11 +

C11
11

(b) S2 = 316C0
16 − 315C1

16 + 314C2
16 −

... + C16
16

Bài 4.72. Tính tổng

(a) S0 = C1
n + 2C2

n + 3C3
n + ... + nCn

n

(b) S1 = 2C2
2n + 4C4

2n + ... + 2nC2n
2n

(c) S2 = C0
2n +

1
3

C2
2n +

1
5

C4
2n + ... +

1
2n + 1

C2n
2n

Bài 4.73. Cho 0 ≤ k, n ∈ Z. Chứng
minh rằng

C0
nCk

n +C1
nCk+1

n + ...+Cn−k
n Cn

n =
(2n)!

(n− k)!(n + k)!
.

Bài 4.74. Cho 0 ≤ k, n ∈ Z. Chứng
minh rằng

C0
k + C1

k+1 + C2
k+2 + ... + Ck

k+n = Cn
n+k+1.

Bài 4.75. Với số nguyên dương n.
Chứng minh

(
C0

n
1
)2 +(

C1
n

2
)2 + ...+(

Cn
n

n + 1
)2 =

1
(n + 1)2 (C

n+1
2(n+1)− 1).

Bài 4.76. Cho số nguyên dương n.
Chứng minh

1
2

C1
2n−

1
3

C2
2n + ...+(−1)k 1

k
Ck−1

2n + ...+(−1)2n+1 1
2n + 1

C2n
2n =

2n
2n + 1

Bài 4.77. Cho n là số nguyên dương.
Chứng minh rằng

C0
n

C1
n+2

+
C1

n

C2
n+3

+ ... +
Cn

n

Cn+1
2n+2

=
1
2

.

Bài 4.78. Cho n là số nguyên dương.
Chứng minh rằng

C1
n + 2

C2
n

C1
n
+ 3

C3
n

C2
n
+ ...+n

Cn
n

Cn−1
n

=
n(n + 1)

2
.

Bài 4.79. Chứng minh rằng với mọi số
nguyên dương n ≥ 2 ta có

C2
n

(n− 1)2 +
2C3

n
(n− 1)3 +

3C4
n

(n− 1)4 + ...+
(n− 1)Cn

n
(n− 1)n = 1.

Bài 4.80. Chứng minh rằng

1
C1

2019
+

1
C2

2019
+ ...+

1
C2019

2019
=

1010
2019

(
1

C1
2018

+
1

C2
2018

+ ...+
1

C2018
2018

)
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§4. BIẾN CỐ VÀ XÁC SUẤT CỦA BIẾN CỐ

A LÍ THUYẾT VÀ VÍ DỤ

Định nghĩa 4.8. Phép thử ngẫu nhiên (gọi tắt là phép thử) là một thí nghiệm hay
một hành động mà

• Kết quả của nó không đoán trước được.

• Có thể xác định được tập hợp tất cả các kết quả có thể xảy ra của phép thử
đó.

Phép thử thường được kí hiệu bởi chữ T.
Tập hợp tất các các kết quả có thể xảy ra của phép thử được gọi là không gian mẫu
của phép thử và kí hiệu bởi chữ Ω.

Định nghĩa 4.9. Biến cố A liên quan đến phép thử T là biến cố mà việc xảy ra hay
không xảy ra của A tuỳ thuộc vào kết quả của T .
Mỗi kết quả của biến cố A làm cho T xảy ra được gọi là một kết quả thuận lợi cho
A.
Tập hợp tất cả các kết quả thuận lợi cho A được kí hiệu là ΩA. Khi đó người ta nói
biến cố A được mô tả bởi tập ΩA.
Nói cách khác: một biến cố A liên quan đến phép thử T là một tập con ΩA của
không gian mẫu Ω của phép thử đó.

Định nghĩa 4.10. Giả sử phép thử T có có không gian mẫu Ω là một tập hữu hạn
và kết quả của T là đồng khả năng. Nếu A là một biến cố liên quan đến phép thử T
và ΩA là tập tất cả các mô tả A thì xác suất của A là một con số ký hiệu P(A) được
xác định bởi công thức

P(A) =
|ΩA|
|Ω| .

Lưu ý: Từ định nghĩa trên ta có

• 0 ≤ P(A) ≤ 1

• P(Ω = 1), P(∅) = 0

Định nghĩa 4.11. Xét biến cố A liên quan đến phép thử T. Trong N lần thực hiện
phép thử T thì số lần xuất hiện của biến cố A được gọi là tần số của A.
Tỷ số giữa tần số của A với N gọi là tần suất của A trong N lần thực hiện phép thử
T, số này được gọi là xác suất thực nghiệm của A
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Ví dụ 4.13. Gieo một con súc sắc là một thí nghiệm ngẫu nhiên. Không gian mẫu
là Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Ví dụ 4.14. Gieo hai đồng xu đồng chất là một thí nghiệm ngẫu nhiên. Không gian
mẫu là Ω = {SN, NS, NN, SS}

Ví dụ 4.15. Giả sử T là phép thử "Gieo một con súc sắc". Gọi A là biến cố "Số chấm
xuất hiện là số chẵn". Khi đó ΩA = {2, 4, 6}.

B VÍ DỤ

Ví dụ 4.16.

(a) Tính xác suất số chấm xuất hiện là số chẵn khi gieo một con súc sắc.

(b) Tính xác suất có nhiều nhất một mặt sấp xuất hiện khi gieo hai đồng xu.

Ví dụ 4.17. Một vé xổ số có 4 chữ số. Khi quay số nếu vé trùng hoàn toàn với kết
quả thì vé đó trúng giải nhất. Nếu vé trúng đúng 3 số so với kết quả (kể cả vị trí)
thì vé đó trúng giải nhì.

(a) Tính xác suất một vé số trúng giải nhất.

(b) Tính xác suất một vé số trúng giải nhì

Ví dụ 4.18. Nếu ta gieo một đồng xu cân đối thì xác suất xuất hiện mặt ngữa là 0,5.
Tuy nhiên trong thực tế không có một đồng xu nào cân đối và đồng chất. Nhà toán
học người Pháp là Buffon đã thí nghiệm việc gieo đồng xu nhiều lần và đạt kết quả
như sau

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 4.81. Danh sách của lớp học đươc đánh số thứ tự từ 1 đến 32. Bạn Huy có số
thứ tự 20.

(a) Giáo viên chọn ngẫu nhiên một học sinh trong lớp trả bài. Tính xác suất để
Huy đươc chọn (0,03125).
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(b) Giáo viên chọn ngẫu nhiên 5 bạn trả bài. Tính xác suất để 5 bạn này có số thứ
tự nhỏ hơn Huy (0,06).

Bài 4.82. Chọn ngẫu nhiên 13 lá bài từ 52 lá. Tính xác suất để chọn được 5 lá chuồn,
4 lá cơ, 3 lá rô và 1 lá bích (0,005).

Bài 4.83. Gieo đồng thời 2 con súc sắc. Tính xác suất để:

(a) Tổng số chấm xuất hiện trên hai con là 9. (1/9)

(b) Số chấm xuất hiện trên 2 con hơn kém nhau 2. (2/9)

Bài 4.84. Gieo đồng thời 3 con súc sắc. Tính xác suất để tổng số chấm xuất hiện
trên 3 con là 10. (1/8)

Bài 4.85. Trong giờ thể dục 1 lớp có 7 học sinh nam và 5 học sinh nữ tập trung ngẫu
nhiên thành 1 hàng dọc. Tính xác suất để người đứng đầu hàng và cuối hàng đều
là học sinh nam. (7/22)

Bài 4.86. Một hộp có 5 bi xanh, 7 bi đỏ và 8 bi vàng. Lấy ngẫu nhiên 8 viên bi từ
hộp. Tính xác suất để 8 viên bi có đủ 3 màu. (4529/4845)

Bài 4.87. Có 30 tấm thẻ được đánh số từ 1 đến 30. Chọn ngẫu nhiên ra 10 tấm thẻ.
Tìm xác suất để có 5 tấm thẻ mang số lẻ, 5 tấm thẻ mang số chẵn trong đó chỉ có
đúng một tấm thẻ chia hết cho 10. (99/667)

Bài 4.88. Có 30 tấm thẻ được đánh số thứ tự từ 1 đến 30. Rút ngẫu nhiên 3 thẻ. Tính
xác suất để tổng các chữ số trên 3 thẻ chia hết cho 3. (68/203)

Bài 4.89. Một đoàn tàu có 4 toa đỗ ở sân ga. Có 4 hành khách từ sân ga lên tàu, mỗi
người độc lập với nhau chọn 1 toa.

(a) Tìm xác suất mỗi toa có đungs 1 người lên tàu. (3/32)

(b) Tìm xác suất để 1 toa có 1 người, 1 toa có 3 người và 2 toa không có người.
(3/16)

Bài 4.90. Một người bỏ ngẫu nhiên 3 lá thư vào 3 phong bì đã ghi địa chỉ. Tính xác
suất để có ít nhất một lá thư bỏ đúng phong bì của nó. (2/3)
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§5. CÁC QUY TẮC TÍNH XÁC SUẤT

A QUY TẮC CỘNG XÁC SUẤT

Định nghĩa 4.12. Cho hai biến cố A và B. Biến cố "A hoặc B xảy ra" kí hiệu là A∪ B
được gọi là hợp của hai biến cố A và B. Biến cố hợp còn được gọi là biến cố tổng.
Khi đó ΩA∪B = ΩA ∪ΩB.
Một cách tổng quát: Cho k biến cố A1, A2, ..., Ak cùng liên quan đến phép thử T. Biến
cố "có ít nhất một trong các biến cố A1, A2, .., Ak xảy ra", ký hiệu là A1 ∪ A2 ∪ ...∪ Ak

được gọi là hợp của k biến cố đó.

Ví dụ 4.19. Chọn ngẫu nhiên một học sinh trong lớp. Gọi A là biến cố "Học sinh
này biết chơi bóng đá" và B là biến cố "Học sinh này biết chơi bóng bàn". Khi đó
A ∪ B là biến cố "học sinh này biết chơi bóng đá hoặc bóng bàn"

Định nghĩa 4.13. Cho hai biến cố A, B cùng liên quan đến phép thử T. Hai biến cố
A, B được gọi là xung khắc nếu biến cố này xảy ra thì biến cố kia không xảy ra. Nói
cách khác ΩA ∩ΩB = ∅.

Ví dụ 4.20. Gieo một con súc sắc. Gọi A là biến cố "mặt xuất hiện là mặt chẵn", B là
biến cố "mặt xuất hiện là mặt lẻ", C là biến cố "mặt xuất hiện là số nguyên tố". Khi
đó A và B là hai biến cố xung khắc nhưng A và C, B và C không phải là hai biến cố
xung khắc.

Định lí 4.4. Nếu A và B là hai biến cố xung khắc thì

P(A ∪ B) = P(A) + P(B).

Một các tổng quát nếu A1, A2, ..., Ak là các biến cố đôi một xung khắc thì

P(A1 ∪ A2 ∪ ...∪ Ak) = P(A1) + P(A2) + ... + P(Ak).

Định nghĩa 4.14. Cho A là một biến cố. Khi đó biến cố "A không xảy ra" kí hiệu A
được gọi là biến cố đối của biến cố A

Lưu ý: Hai biến cố đối của nhau là hai biến cố xung khắc. Điều ngược lại nói chung
không đúng.

Định lí 4.5. Cho biến cố A. Xác suất của biến cố đối A là

P(A) = 1− P(A).
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Ví dụ 4.21. Một cái hộp có 100 quả cầu được đánh số từ 1 đến 100. Rút ngẫu nhiên
ra hai quả cầu rồi nhân các con số ở hai quả cầu này lại. Tính xác suất để kết quả
nhận được là một số chẵn.

Ví dụ 4.22. Một hộp đựng 4 viên bi đỏ, 5 viên bi xanh và 7 viên bi vàng. Lấy ngẫu
nhiên một lần 3 viên bi. Tính xác suất 3 viên ấy chỉ có 2 màu.

B QUY TẮC NHÂN XÁC SUẤT

Định nghĩa 4.15. Cho hai biến cố A và B. Biến cố "A và B cùng xảy ra " kí hiệu AB
(hoặc A ∩ B) được gọi là giao của hai biến cố A và B (biến cố này còn được gọi là
biến cố tích).
Khi đó ΩAB = ΩA ∩ΩB.
Một cách tổng quát: Cho k biến cố A1, A2, ..., Ak cùng liên quan đến phép thử T.
Biến cố "Tất cả A1, A2, ..., Ak" cùng xảy ra được gọi là biến cố tích. Ký hiệu là A1 ∩
A2 ∩ ...∩ Ak.

Ví dụ 4.23. Chọn ngẫu nhiên một học sinh trong lớp. Gọi A là biến cố "học sinh
này biết chơi bóng đá", B là biến cố "học sinh này biết chơi bóng bàn". Khi đó biến
cố AB là biến cố "học sinh biết chơi cả hai môn bóng đá và bóng bàn".

Định nghĩa 4.16. Hai biến cố A và B được gọi là độc lập nếu việc xảy ra hay không
xảy ra của biến cố này không làm ảnh hưởng tới xác suất xảy ra của biến cố kia.
Một cách tổng quát: Cho k biến cố A1, A2, ..., Ak; k biến cố này được gọi là độc lập
với nhau nếu việc xảy ra hay không xảy ra của mỗi biến cố không làm ảnh hưởng
tới xác suất xảy ra của các biến cố còn lại

Ví dụ 4.24. Xét phép thử gieo một con súc sắc liên tiếp 2 lần. Gọi A là biến cố "mặt
xuất hiện là số chẵn", B là biến cố "mặt xuất hiện là số lẻ". Khi đó A và B là hai biến
cố độc lập.

Định lí 4.6. Nếu hai biến cố A và B độc lập với nhau thì

P(AB) = P(A)P(B).

Một cách tổng quát: Nếu k biến cố A1, A2, ..., Ak độc lập với nhau thì

P(A1A2...Ak) = P(A1)P(A2)...P(Ak).

Lưu ý: Nếu hai biến cố A, B độc lập với nhau thì A và B, A và B, A và B cũng độc
lập với nhau.
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Ví dụ 4.25. Hai xạ thủ cùng bắn vào một mục tiêu với xác suất lần lượt là 0,7 và
0,5. Tính xác suất

(a) Cả hai người bắn trúng

(b) Có ít nhất một người bắn trúng

(c) Có đúng một người bắn trúng

(d) Không ai bắn trúng

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 4.91. Chọn ngẫu nhiên 1 học sinh trong lớp. Gọi A là biến cố "Bạn đó học giỏi
Văn", B là biến cố "Bạn đó học giỏi Toán".

(a) A và B có phải là hai biến cố xung khắc hay không.

(b) Biến cố A ∪ B là gì?

Bài 4.92. Một hộp đựng 2 bi xanh, 3 bi đỏ, 4 bi vàng. Chọn ngẫu nhiên 2 viên bi.
Gọi A là biến cố "chọn được 2 bi xanh", B là biến cố "chọn được 2 bi đỏ" và C là biến
cố "chọn được 2 bi vàng".

(a) Các biến cố A, B, C có đôi một xung khắc hay không?

(b) Biến cố "chọn được 2 bi cùng màu" là gì?

(c) Biến cố E "chọn được 2 bi cùng màu" và biến cố F "chọn được 2 bi khác màu"
có quan hệ gì?

Bài 4.93. Gieo 1 con súc sắc liên tiếp 2 lần. Gọi A là biến cố "lần gieo thứ nhất được
số chẵn" và B là biến cố "lần gieo thứ 2 được số lẻ".

(a) Hai biến cố A, B có độc lập không?

(b) Giao của hai biến cố A, B là gì?

Bài 4.94. Hai xạ thủ bắn mỗi người một viên đạn vào bia. Gọi A là biến cố "Người
thứ nhất bắn trúng bia" và B là biến cố "Người thứ hai bắn trúng bia". Hãy mô tả
biến cố: A ∩ B, A ∪ B, A ∪ B, A ∪ B.

Bài 4.95. Một hộp chứa 6 viên bi trong đó có 1 bi xanh, 2 bi vàng và 3 bi đỏ. Lấy
ngẫu nhiên 2 viên bi. Và cho các biến cố A:"Hai viên bi cùng màu", B:"Hai viên bi
khác màu", C:"Hai viên bi trong đó có ít nhất 1 viên bi vàng".
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(a) Xác định các biến cố A ∪ B, A ∩ B, A ∪ C, A ∩ C.

(b) Xét biến cố D: "Trong hai viên bi có đúng 1 viên bi vàng". Chứng minh rằng
A và D xung khắc.

Bài 4.96. Ba người bắn vào cái bia. Gọi Ak là biến cố "Người thứ k bắn trúng";
k=1,2,3. Hãy biểu diễn các biến cố sau qua các biến cố A1, A2, A3.

(a) A:"Có ít nhất một người bắn trúng".

(b) B: "Cả 3 đều bắn trúng"

(c) C: "Chỉ một người bắn trúng".

Bài 4.97. Một lớp có 27 học sinh nữ và 21 học sinh nam. Cần chọn ra 5 học sinh
để lập một đội văn nghệ. Tính xác suất để chọn được ít nhất một học sinh nữ.
(1691955/1712304)

Bài 4.98. Trong đợt thi học sinh giỏi của thành phố môn Toán có 5 em đạt giải trong
đó có 4 nam và 1 nữ, môn Văn có 5 em đạt giải trong đó có 1 nam và 4 nữ, môn
Hoá có 5 em đạt giải trong đó có 2 nam và 3 nữ, môn Lý có 5 em đạt giải trong đó
có 3 nam và 2 nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn mỗi môn 1 học sinh đi dự đại hội thi
đua? Tính xác suất để có cả học sinh nam lẫn học sinh nữ đi dự đại hội? (577/625)

Bài 4.99. Biết trong 10 vé xổ số có 2 vé trúng thưởng. Khi đó một người khác rút
ngẫu nhiên 5 vé. Tính xác suất sao cho trong 5 vé có một vé trúng thưởng. (7/9)

Bài 4.100. Một lớp có 40 học sinh gồm 15 học sinh nam giỏi toán và 8 học sinh nữ
giỏi văn. Tính xác suất để chọn được một học sinh nam giỏi toán hoặc một học sinh
nữ giỏi văn (23/40).

Bài 4.101. Chọn ngẫu nhiên 8 lá bài. Tính xác suất chọn được ít nhất 3 lá già.

Bài 4.102. Gieo một con súc sắc. Gọi A là biến cố "mặt xuất hiện là số chẵn", B là
biến cố "mặt xuất hiện là bội của 3". Hãy kiểm chứng công thức

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B).

Bài 4.103. Một lớp học gồm 40 học sinh trong đó có 15 học sinh giỏi Toán, 10 học
sinh giỏi Lý và 5 học sinh giỏi Toán lẫn Lý. Chọn ngẫu nhiên 1 học sinh. Tính xác
suất học sinh được chọn giỏi Toán hoặc Lý. (0,5)

Bài 4.104. Chọn ngẫu nhiên một vé xổ số có 5 chữ số. Tìm xác suất của vé ấy không

có chữ số 1 hoặc không có chữ số 5. (2(
9
10

)5 − (
8
10

)5)
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Bài 4.105. Một bình đựng 2 bi xanh, 4 bi đỏ. Lần lượt lấy 1 bi liên tiếp 3 lần và mỗi
lần trả lại bi vào bình.

(a) Tính xác suất lấy được 3 bi xanh. (1/27)

(b) Tính xác suất lấy được 3 bi đỏ. (8/27)

(c) Tính xác suất lấy được 3 bi không cùng màu.(2/3)

Bài 4.106. Một bình đựng 5 bi xanh, 6 bỉ đỏ. Bốc đồng thời 3 viên bi. Tính xác suất
có đúng 2 bi đỏ, tính xác suất bốc được 2 bi đỏ.

Bài 4.107. Một bình đựng 5 bi xanh, 6 bỉ đỏ. Bốc lần lượt 3 viên bi. Tính xác suất có
đúng 2 bi đỏ, tính xác suất bốc được 2 bi đỏ.

Bài 4.108. Một cái hộp đựng 6 viên bi đỏ và 4 viên bi xanh. Lấy lần lượt 2 viên bi
từ hộp. Tính xác suất để lần thứ 2 lấy được bi xanh. (4/10)

Bài 4.109. Cho hai biến cố xung khắc A, B biết P(A) = 0.3, P(B) = 0.5. Tính P(A ∩
B), P(A ∪ B), P(A), P(B).

Bài 4.110. Cho hai biến cố bất kỳ A, B. Chứng minh P(A) = P(AB) + P(AB).

Bài 4.111. Chọn ngẫu nhiên 1 lá bài sau đó trả lại, tiếp tục rút ngẫu nhiên 1 lá nữa.
Tính xác suất để được già bích và già cơ (1/2704)

Bài 4.112. Bắn liên tiếp vào một mục tiêu đến khi viên đạn đầu tiên trúng đích thì
ngừng lại. Tính xác suất sao cho phải bắn đến viên đạn thứ 6. Biết xác suất mỗi viên
đạn trúng đích là 0.2 và các lần bắn độc lập với nhau. (0.065536)

Bài 4.113. Hai xạ thủ A và B cùng nhắm bắn vào 1 con thỏ. Xác suất để xạ thủ A

bắn trúng là
2
7

, xác suất để xạ thủ B bắn trúng là
1
8

. Tính xác suất để:

(a) Cả hai đều bắn trúng. (1/28)

(b) Chỉ một trong hai người bắn trúng. (19/56)

(c) Ít nhất một trong hai người bắn trúng. (3/8)

(d) Cả hai xạ thủ bắn trượt. (5/8)

Bài 4.114. Một công nhân phải theo dõi hoạt động của hai máy dệt A và B. Xác suất

để người công nhân can thiệp máy dệt A trong vòng 1h là
1
7

và máy dệt B trong

cùng thời gian trên là
1
2

. Tính xác suất để người công nhân không phải can thiêpj
máy dệt nào trong vòng 1h.
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Bài 4.115. Xác suất để người xạ thủ bắn trúng bia là 0.2. Tính xác suất để trong 3
lần bắn người xạ thủ bắn trúng bia đúng 1 lần.(0.384)

Bài 4.116. Hai người cùng bắn vào một mục tiêu. Xác suất bắn trúng của từng
người là 0,8 và 0,9. Tìm xác suất chỉ có 1 người bắn trúng mục tiêu.(0,26)

Bài 4.117. Có5 hộp bánh, mỗi hộp đựng 8 bánh gồm 5 bánh mặn và 3 bánh ngọt.
Lấy ngẫu nhiên từ mỗi hộp ra 2 bánh. Tính xác suất biến cố trong 5 lần lấy ra đó có
4 lần lấy được 2 bánh mặn và một lần lấy được 2 bánh ngọt. (9375/1075648)

Bài 4.118. Gieo 1 cặp 2 con súc sắc 10 lần. Tìm xác suất để có ít nhất một lần 2 con

đều ra mặt số 5. (1− (
35
36

)10)

Bài 4.119. Một máy bay có 5 động cơ, trong đó có 3 động cơ ở cánh phải và 2 động
cơ ở cánh trái. Mỗi động cơ ở cánh phải có xác suất bị hỏng là 0.1, mỗi động cơ ở
cánh trái có xác suất bị hỏng là 0.05. Các động cơ hoạt động độc lập. Tìm xác suất
để máy bay thực hiện chuyến bay an toàn biết chuyến bay chỉ an toàn nếu mỗi cánh
có ít nhất một động cơ hoạt động. (0.9965)

Bài 4.120. Một người say rượu bước 8 bước. Mỗi bước anh ta tiên lên trên 1m hoặc
lùi về sau 1m với xác suất như nhau. Tìm xác suất để:

(a) Anh ta trở lại điểm xuất phát. (70/256)

(b) Anh ta cách điểm xuất phát hơn 4m. (9/128)

Bài 4.121. Một bài thi trắc nghiệm gồm 12 câu hỏi, mỗi câu có 5 phương án trả lời
nhưng chỉ có 1 phương án đúng. Mỗi câu trả lời đúng được 4đ và mỗi câu trả lời
sai bị trừ đi 1đ. Một học sinh làm bài bằng cách đánh ngẫu nhiên kết quả. Tìm xác
suất để:

(a) Học sinh đó được 13đ. (0,0532)

(b) Học sinh đó bị điểm âm. (0,5583)

Bài 4.122. Một vận động viên bắn súng bắn 3 viên đạn. Xác suất để trúng cả 3 viên
vào vòng 10đ là 0.008, xác suất để 1 viên trúng vòng 8 là 0.15, xác suất để 1 viên
trúng vòng dưới 8 là 0.4. Tìm xác suất để vận động viên đạt ít nhất 28đ.(0,0935)

Bài 4.123. Gọi X là tập hợp các số có hai chữ số được lập từ tập {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Lấy ngẫu nhiên 2 phần tử của X. Tính xác suất để hai số lấy được đều chẵn. (1/3)

Bài 4.124. Gọi S là tập các số tự nhiên gồm 2 chữ số khác nhau được lập từ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Chọn ngẫu nhiên 2 số từ S. Tính xác suất để tích hai số được chọn là số chẵn. (5/6)
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Bài 4.125. Một tổ có 5 học sinh nữ và 8 học sinh nam xếp thành một hàng dọc. Tính
xác suất để không có 2 học sinh nữ nào đứng cạnh nhau. (14/143)

Bài 4.126. Cho X = {0, 1, 2, 4, 5, 7, 8}. Ký hiệu G là tập các số có 4 chữ số có 4 chữ
số đôi một khác nhau lấy từ X mà chia hết cho 5. Lấy ngẫu nhiên một tập trong G,
tính xác suất để số này không lớn hơn 4000.(4/11)

Bài 4.127. Từ tập A = {1, 2, 3, 4, 5}. Viết ngẫu nhiên lên bảng 2 số tự nhiên, mỗi số
gồm 3 chữ số khác nhau lập từ A. Tính xác suất để trong hai số đó có đúng một số
có chữ số 5. (12/25)

Bài 4.128. Từ các số 1, 2, 3, 4, 5, 6 lập các số có 4 chữ số khác nhau. Lấy ngẫu nhiên
1 trong các số được lập. Tính xác suất số lấy được có 2 chữ số chẵn và có hai chữ số
lẻ. (3/5)

Bài 4.129. Một lớp có 30 học sinh. Chọn ngẫu nhiên 3 học sinh để tham gia hoạt

động của Đoàn trường. Xác suất chọn được 2 nam và 1 nữ là
12
29

. Tính số học sinh
nữ của lớp.(14)

Bài 4.130. Gọi S là tập hợp các số tự nhiên có 5 chữ số phân biệt được lập từ
{0, 1, 2, 3, 4, 5}. Chọn một số ngẫu nhiên từ S. Tính xác suất để số được chọn có
chứa số 5.(21/25)

Bài 4.131. Từ các số 1,2,3,4,5,6 lập các số có 4 chữ số khác nhau. Lấy ngẫu nhiên
một số. Tính xác suất số được lấy ra có 2 chữ số chẵn và 2 chữ số lẻ. (3/5)

Bài 4.132. Chọn ngẫu nhiên 5 học sinh trong một lớp có 15 học sinh nam và 10 học
sinh nữ để tham gia văn nghệ. Tính xác suất để 5 học sinh được chọn có cả nam lẫn
nữ mà số học sinh nữ ít hơn số học sinh nam. (325/506)

Bài 4.133. Gọi M là tập các số tự nhiên có 3 chữ số đôi một khác nhau được lập từ
các số 0,1,2,3,4,5,6. Chọn ngẫu nhiên một số từ tập M, tính xác suất để số được chọn
có tổng các chữ số là một số lẻ. (8/15)

Bài 4.134. Trong lớp học có 6 bóng đèn, mỗi bóng có xác suất cháy là
1
4

. Lớp học

đó đủ sáng nếu có ít nhất 4 bóng đèn sáng. Tính xác suất để lớp có đủ ánh sáng.
(1701/2048)

Bài 4.135. Gieo một con súc sắc liên tiếp 6 lần. Tìm xác suất để có ít nhất một lần ra

mặc 6 chấm. (1− (
5
6
)6)

Bài 4.136. Gieo 2 con súc sắc 2018 lần. Tính xác suất có ít nhất một lần ra hai con

đều có mặt 6 chấm. (1− (
35
36

)2018)
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Bài 4.137. Gieo đồng thời 3 con súc sắc. Bạn là người thắng cuộc nếu xuất hiện ít
nhất 2 con có mặt 6 chấm. Tìm xác suất để trong 5 lần chơi bạn thắng ít nhất 3 lần.
(52032/275)

Bài 4.138. Có 3 xạ thủ bắn vào tấm bia. Xác suất trúng đích lần lượt là 0.6, 0.7 và
0.8. Tính xác suất để có ít nhất một người bắn trúng bia. (0,976)

Bài 4.139. Huy và Trúc thi đấu bóng bàn với nhau, ai thắng trước 3 séc thì thắng
trận. Xác suất Huy thắng là 0.4 (không có séc hoà). Tính xác suất Huy thắng trận.
(0,31744)

Bài 4.140. Một nhóm xạ thủ gồm 10 người trong đó có 3 xạ thủ loại I, 7 xạ thủ loại
II. Xác suất bắn trúng đích trong mỗi lần bắn của xạ thủ loại I và loại II lần lượt là
0.9 và 0.8. Chọn ngẫu nhiên một xạ thủ trong 10 người và cho bắn 1 viên đạn. Hãy
tính xác suất để viên đạn trúng đích. (0,83)

Bài 4.141. Có 3 lô hàng, người ta lấy ngẫu nhiên từ mỗi lô hàng 1 sản phẩm. Biết
xác suất để được 1 sản phẩm tốt từ mỗi lô hàng là 0.5, 0.6 và 0.7. Tính xác suất để
trong 3 sản phẩm lấy ra có ít nhất 1 sản phẩm có chất lượng tốt. (0.94)

Bài 4.142. Một hộp chứa 11 viên bi đánh số từ 1 đến 11. Chọn 6 viên bi một cách
ngẫu nhiên, rồi cộng các số trên 6 bi này lại. Tính xác suất số vừa tính là số lẻ.
(118/231)

Bài 4.143. A, A1 2014 Từ một hộp chứa 16 thẻ được đánh số thứ tự từ 1 đến 16,
chọn ngẫu nhiên 4 thẻ. Tính xác suất để 4 thẻ được chọn đều có số chẵn. (1/26)

Bài 4.144. ĐH 2016 Học sinh A thiết kế bảng điều khiển điện tử mở cửa phòng học
của lớp mình. Bảng gồm 10 nút, mỗi nút được ghi một số từ 0 đến 9 và không có 2
nút nào ghi cùng một số. Để mở cửa cần nhấn liên tiếp 3 nút khác nhau sao cho 3
số trên 3 nút đó theo thứ tự tạo thành một dãy số tăng và có tổng bằng 10. Học sinh
B không biết quy tắc mở cửa trên đã nhấn ngẫu nhiên 3 nút khác nhau trên bảng
điều khiển. Tính xác suất để mở được cửa phòng học đó. (8/720)

Bài 4.145. ĐH 2015 Trong đợt ứng phó dịch MERS-CoV, sở y tế thành phố chọn
ngẫu nhiên 3 đội phòng chống dịch cơ động trong số 5 đội của trung tâm y tế
dự phòng thành phố và 20 đội của các trung tâm y tế cơ sở để kiểm tra công tác
chuẩn bị. Tính xác suất để có ít nhất hai đội của các trung tâm y tế cơ sở đươc chọn.
(209/230)

Bài 4.146. A2014 Từ một hộp chứa 16 thẻ được đánh số từ 1 đến 16, chọn ngẫu
nhiên 4 thẻ. Tính xác suất để 4 thẻ được chọn đều được đánh số chẵn? (1/26)
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Bài 4.147. B2014 Để kiểm tra chất lượng sản phẩm từ công ty sữa người ta gửi đến
bộ phận kiểm nghiệm 5 hộp sữa cam, 4 hộp sữa dâu và 3 hộp sữa nho. Bộ phận
kiểm nghiệm lấy ngẫu nhiên 3 hộp để kiểm nghiệm. Tính xác suất 3 hộp có đủ 3
loại sữa. (3/11)

Bài 4.148. B2013 Có hai chiếc hộp chứa bi . Hộp thứ nhất chứa 4 viên bi đỏ và 3
viên bi trắng ,hộp thứ hai chứa 2 viên bi đỏ và 4 viên bi trắng . Lấy ngẫu nhiên từ
mỗi hộp ra 1 viên bi . Tính xác suất để lấy được hai viên bi cùng màu . (10/21)

Bài 4.149. A2013 Gọi S là tập hợp tất cả số tự nhiên gồm ba chữ số phân biệt được
chọn từ các số 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7. Xác định số phần tử của S. Chọn ngẫu nhiên một số
từ S, tính xác xuất để số được chọn là số chẵn. (3/7)
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HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM
GIÁC

§1. TỈ SỐ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT
GÓC α VỚI 0◦ ≤ α ≤ 180◦

A LÝ THUYẾT

Định nghĩa 5.1. Định nghĩa tỉ số lượng giác của một góc α có số đo từ 0◦ đến
180◦. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy có nửa đường tròn tâm O bán kính 1 nằm phía
trên trục hoành, xét tia Ot sao cho ∠xOt = α, tia Ot cắt nửa đường tròn tại điểm
M(xm; ym). Khi đó

xm = cos α, ym = sin α,
xm

ym
= tan α,

ym

xm
= cot α

Từ định nghĩa này ta có các tính chất sau:

Tính chất 5.1.

Ta có các tính chất sau:

• sin α = sin(180◦ − α)

• cos α = − cos(180◦ − α)

• tan α = − tan(180◦ − α)

• cot α = − cot(180◦ − α)

Tính chất 5.2. Với 0◦ ≤ α ≤ 180◦ ta có:

• 0 ≤ sin α ≤ 1 và −1 ≤ α ≤ 1

• sin2 α + cos2 α = 1

• tan α =
sin α

cos α
, cot α =

cos α

sin α

• 1 + tan2 α =
1

cos2 α

• 1 + cot2 α =
1

sin2 α

B BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI

Ví dụ 5.1. Cho α thỏa sin α =
1
3

, 90◦ < α < 180◦. Tính cos α, tan α, cot α.
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Ví dụ 5.2. Cho tan α = 2. Tính:

(a) A =
sin α− 3 cos α

2 sin α + cos α

(b) B =
sin3 α + cos3 α

cos3 α

Ví dụ 5.3. Chứng minh các đẳng thức sau:

(a) cos2 x− sin2 x = 1− 2 sin2 x = 2 cos2 x− 1

(b) sin4 x + cos4 x = 1− 2 sin2 x cos2 x

Ví dụ 5.4. Chứng minh các biểu thức

(a)
1

1 + tan x
+

1
1 + cot x

= 1 (b)
sin x + cos x− 1
sin x− cos x + 1

=
cos x

1 + sin x

Ví dụ 5.5. Rút gọn các biểu thức:

(a) A =
1 + cos α

sin α
·
[

1− (1− cos α)2

sin2 α

]
.

(b) B =

(
1 + cot α +

1
sin α

)(
1 + cot α− 1

sin α

)
.

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 5.1.

(a) Cho cos α =
−1
5

. Tính sin α, cot α.

(b) Cho tan α = 2. Tính cos α, sin α.

Bài 5.2. Cho tan α = 2. Tính

(a)
3 cos α + 2 sin α

cos α− 4 sin α
.

(b)
3 cos2 α + 2 sin2 α

cos2 α− sin2 α
.

Bài 5.3. Cho tan α + cot α = 2. Tính

(a) tan3 α + cot3 α.

(b) Tính tan α.

(c) sin α, cos α.

Bài 5.4. Chứng minh các biểu thức
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(a)
1

1 + tan x
+

1
1 + cot x

= 1.

(b)
1 + sin2 x
1− sin2 x

= 1 + 2 tan2 x.

(c) 1− cot4 x =
2

sin2 x
− 1

sin4 x
.

(d) (1− cos x)(1 + cot2 x) =
1

1 + cos x
.

Bài 5.5. Chứng minh các biểu thức sau không phụ thuộc vào x

(a) sin4 x + sin2 x cos2 x + cos2 x

(b) cos4 x(2 cos2 x− 3) + sin4 x(2 sin2 x− 3)

(c)
√

sin4 x + 4 cos2 x +
√

cos4 x + 4 sin2 x

(d) cos2 x cot2 x + 5 cos2 x− cot2 x + 4 sin2 x

Bài 5.6. Tính tổng:

S = sin2 1◦ + sin2 2◦ + . . . + sin2 180◦.

Bài 5.7. Cho△ABC, chứng minh rằng:

(a) cos(A + B−C) = − cos 2C.

(b) sin
A + B + 3C

2
= cos C.

Bài 5.8. Rút gọn các biểu thức:

(a) A =
1− sin2 α

1− cos2 α
+ tan α · cot α.

(b) B =
sin2 α + sin2 α · tan2 α

cos2 α + cos2 α · cot2 α
.

Bài 5.9. Rút gọn biểu thức:

A =
1

sin α−
√

cot2 α− cos2 α
, với α ∈ (0◦; 180◦).

Bài 5.10. Rút gọn biểu thức:

(a) A =
tan α + tan β

cot α + cot β
.

(b) B =
cos2 α− sin2 β

sin2 α · sin2 β
− cot2 α · cot2 β.

Bài 5.11. Chứng minh rằng:
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(a) sin4 α + cos4 α = 1− 2 sin2 α cos2 α.

(b) sin6 α + cos6 α = 1− 3 sin2 α cos2 α.

Bài 5.12. Chứng minh rằng:

(a) (1 + tan α)(1 + cot α) sin α · cos α = 1 + 2 sin α · cos α.

(b) (1 + tan α) cos2 α + (1 + cot α) sin2 α = (sin α + cos α)2.

Bài 5.13. Cho
sin4 x

a
+

cos4 x
b

=
1

a + b
. Chứng minh:

(a)
sin8 x

a3 +
cos8 x

b3 =
1

(a + b)3

(b)
sin10 x

a4 +
cos10 x

b4 =
1

(a + b)4

Bài 5.14. Cho 0◦ ≤ α ≤ 180◦. Tìm giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của các biểu thức
sau:

(a) A = 2 sin α + 1.

(b) B = 3 cos α + 4 sin α.

(c) C = sin4 α + cos4 α− sin α cos α.

(d) D = sin2 α− 5 cos α + 1.
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§2. HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC

A LÝ THUYẾT

Định lí 5.1. (Định lý cosin) Cho tam giác ABC, đặt BC = a, AC = b, AB = c. Khi
đó:

• a2 = b2 + c2 − 2bc cos∠A

• b2 = a2 + c2 − 2ac cos∠B

• c2 = a2 + b2 − 2ac cos∠C

Chứng minh. Ta xét trường hợp tam giác ABC có A nhọn. Vẽ đường cao BK, K
thuộc đoạn AC. Ta có BK = AB sin BAC, AK = AB cos BAC.
Suy ra BC2 = BK2 + CK2 = (AB sin A)2 + (AC − AB cos A)2 = AB2 sin2 A +

AC2 − 2AC · AB cos A + AB2 cos2 A = b2 + c2 − 2bc cos A.
Trường hợp góc A tù và K thuộc tia đối tia A ta cũng làm tương tự, khi đó AK =

−AB sin BAC và CK = AC− AB sin BAC, ta cũng có điều cần chứng minh.

Định lí 5.2. Cho tam giác ABC, gọi R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác
ABC. Khi đó

a
sin A

=
b

sin B
=

c
sin C

= 2R

Chứng minh. Vẽ đường kính BD, ta có sin A = sin BDC =
BC
BD

=
a

2R
, suy ra

a
sin A

= 2R.

Các đẳng thức còn lại chứng minh tương tự.

Định lí 5.3. (Độ dài đường trung tuyến) Trong tam giác ABC, gọi ma, mb, mc lần
lượt là độ dài các đường trung tuyến xuất phát từ A, B, C. Khi đó

• m2
a =

1
2
(b2 + c2)− 1

4
a2.

• m2
b =

1
2
(a2 + c2)− 1

4
b2.

• m2
c =

1
2
(b2 + a2)− 1

4
c2.

Chứng minh. Gọi M là trung điểm BC. Áp dụng định lý cosin cho tam giác ABM,
ta có AM2 = AB2 + BM2 − 2 · AB · BM · cos ABM (1).

Hơn nữa cos ABM =
AB2 + BC2 − AC2

2AB · AC
, MB =

1
2

BC, thế vào (1) ta có AM2 =
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AB2 +
1
4

BC2 − 2AB · 1
2

BC · AB2 + BC2 − AC2

2AB · AC
=

1
2
(AB2 + AC2)− 1

4
BC2.

Hay m2
a =

1
2
(b2 + c2)− 1

4
a2.

Định lí 5.4. Cho tam giác ABC, gọi S là diện tích tam giác, p là nửa chu vi. Khi đó
ta có:
S =

1
2

aha =
1
2

bhb =
1
2

chc

=
1
2

bc sin A =
1
2

ac sin B =
1
2

ab sin C

=
abc
4R

= rp

=
√

p(p− a)(p− b)(p− c)

Chứng minh. Ta có S =
1
2

hb · b, mà hb = c sin A nên S =
1
2

bc sin A.

Theo định lý sin ta có sin A =
a

2R
, do đó S =

1
2

bc · a
2R

=
abc
4R

.

Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác, khi đó

S = SIAB + SIAC + SIBC =
1
2

r · c + 1
2

r · b + 1
2

r · a =
1
2

r · (a + b + c) = rp

Ta có

S =
1
2

bc sin A =
1
2

bc
√

1− cos2 A =
1
2

bc
√
(1 + cos A)(1− cos A)

Từ cos A =
b2 + c2 − a2

2bc
ta có

(1 + cos A) = 1 +
b2 + c2 − a2

2bc
=

(a + b + c)(b + c− a)
2bc

và

1− cos A = 1− b2 + c2 − a2

2bc
=

(a + b− c)(a + c− b)
2bc

Mặt khác

a + b− c = a + b + c− 2c = 2(p− c), a + c− b = 2(p− b), b + c− a = 2(p− a)

Kết hợp lại ta có

S =
√

p(p− a)(p− b)(p− c)
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B BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI

1 DẠNG TÍNH TOÁN

Ví dụ 5.6. Cho tam giác ABC có AB = 5, AC = 8,∠BAC = 120◦.

(a) Tính BC và độ dài đường trung tuyến AM.

(b) Tính diện tích tam giác ABC và bán kính đường tròn ngoại tiếp.

Ví dụ 5.7. Cho tam giác ABC có ∠A = 60◦,∠B = 45◦ và BC = 4.

(a) Tính độ dài cạnh AC, AB.

(b) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

Ví dụ 5.8. Tam giác ABC nội tiếp đường tròn đường kính BC = 2R,∠ABC = 60◦.
D là điểm chính giữa cung BC không chứa A.

(a) Tính độ dài AD.

(b) Tính diện tích và bán kính đường tròn nội tiếp của tam giác ABD.

2 CHỨNG MINH ĐẲNG THỨC

Ví dụ 5.9. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng

(a)
1
ha

+
1
hb

+
1
hc

=
1
r

(b) S = (p− a)ra = (p− b)rb = (p− c)rc

(c)
1
ra

+
1
rb

+
1
rc

=
1
r

(d) rra = (p− b)(p− c)

Ví dụ 5.10. Cho△ABC. Chứng minh rằng

(a) S = 2R2 sin A. sin B. sin C

(b) S = Rr(sin A + sin B + sin C)

(c) S =
r2(sin A + sin B + sin C)2

2 sin A. sin B. sin C

3 CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC

Ví dụ 5.11. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng

(a) sin
A
2
≤ a

b + c
.

(b) sin
A
2
· sin

B
2
· sin

C
2
≤ 1

8
.
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4 NHẬN DIỆN TAM GIÁC

Ví dụ 5.12. Chứng minh rằng tam giác ABC vuông ở A khi và chỉ khi 5m2
a = m2

b +

m2
c . (1)

Ví dụ 5.13. Cho tam giác ABC thỏa mãn điều kiện: a = 2b cos C. Chứng minh rằng
tam giác ABC cân.

Ví dụ 5.14. Cho tam giác ABC có a4 = b4 + c4. Chứng minh rằng tam giác ABC
nhọn.

Ví dụ 5.15. Cho △ABC, diện tích bằng S, các đường cao ha, hb, hc. Chứng minh
rằng△ABC đều khi và chỉ khi:

S =
1
6
(a · hb + b · hc + c · ha) .

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 5.15. Cho tam giác ABC có ∠A = 60◦, BC = 3. Tính bán kính đường tròn ngoại
tiếp tam giác ABC.

Bài 5.16. Cho tam giác ABC có AB = 13, AC = 14, BC = 15. Tính diện tích tam
giác ABC, sin A và độ dài trung tuyến kẻ từ C của tam giác ABC.

Bài 5.17. Cho tam giác ABC có AB = 1, AC = 2,∠A = 120◦.

(a) Tính BC và diện tích tam giác ABC.

(b) Tính độ dài đường cao AH và trung tuyến BK của tam giác ABC.

Bài 5.18. Cho tam giác ABC có ∠A = 60◦, AB = 9, AC = 3.

(a) Tính diện tích tam giác và bán kính đường tròn ngoại tiếp.

(b) Gọi M là điểm đối xứng của B qua C .Tính AM.

Bài 5.19. Cho tam giác ABC có AB = 6, AC = 10, BC = 14. Gọi M là trung điểm
BC, tính độ dài AM. Tính diện tích tam giác ABC và bán kính đường tròn nội tiếp
tam giác ABC.

Bài 5.20. Giải tam giác ABC. Biết

(a) c = 20, b = 16, a = 12
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(b) a = 8, c = 5, B̂ = 60◦

Bài 5.21. Cho tam giác ABC có Â = 120◦, b = 2, c = 1.

(a) Tính BC.

(b) Trên CA kéo dài lấy điểm D sao cho BD = 2. Tính AD.

Bài 5.22. Cho tam giác ABC có BC = 12, CA = 13, trung tuyến AM = 8.

(a) Tính diện tích tam giác ABC.

(b) Tính góc B.

Bài 5.23. Cho tam giác ABC có Â = 600, a = 10, r =
5
√

3
3

.

(a) Tính R

(b) Tính b, c.

Bài 5.24. Cho△ABC có AB = 4, AC = 5, BC = 6.

(a) Tính các góc A, B, C.

(b) Tính độ dài đường trung tuyến, độ dài đường cao và diện tích tam giác

(c) Tính bán kính đường tròn nội tiếp, ngoại tiếp tam giác.

Bài 5.25. Cho tam giác ABC có A là góc tù, AB = 4, AC = 5, S = 4
√

6. Tính BC và
bán kính đường tròn nội và ngoại tiếp tam giác ABC.

Bài 5.26. Cho tam giác ABC vuông tại A, AB = 3, AC = 4, AH là đường cao.

(a) Tính BC, BH, CH, AH.

(b) Gọi I là điểm thuộc AB sao cho AI=2BI, CI cắt AH tại E. Tính CE

(c) Gọi M là trung điểm AC. Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác BCM.

Bài 5.27. Cho hình vuông ABCD cạnh a, gọi N là trung điểm CD, M là điểm trên

AC sao cho AM =
AC
4

.

(a) Tính các cạnh tam giác BNM.

(b) Tính diện tích tam giác BNM.
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(c) Gọi I = BN ∩ AC. Tính CI.

(d) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác BNM.

Bài 5.28. Cho△ABC cân tại A nội tiếp đường tròn (O, R), AB = x.

(a) Tính cos A, cos B, cos C theo R, x

(b) Tính r theo R, x

(c) Định x để diện tích tam giác ABC lớn nhất.

Bài 5.29. Cho△ABC. Chứng minh rằng

(a) cot A =
b2 + c2 − a2

4S

(b) cot A + cot B + cot C =
R(a2 + b2 + c2)

abc

(c)
tan A
tan B

=
a2 + c2 − b2

b2 + c2 − a2 .

Bài 5.30. Cho△ABC. Chứng minh rằng

(a) S =
1
2

R(a cos A + b cos B + c cos C)

(b) S = p(p− a) tan
A
2

Bài 5.31. Cho△ABC có
b
c
=

mc

mb
̸= 1. Chứng minh cot A =

1
2
(cot B + cot C).

Bài 5.32. Cho△ABC có a2 + b2 = 2c2. Chứng minh ma +mb +mc =

√
3

2
(a+ b+ c).

Bài 5.33. Cho△ABC. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để hai trung tuyến kẻ
từ B và C vuông góc với nhau là b2 + c2 = 5a2.

Bài 5.34. Cho tam giác ABC có b + c = 2a. Chứng minh

(a) 2 sin A = sin B + sin C

(b)
2
ha

=
1
hb

+
1
hc

(c) 6Rr = bc

Bài 5.35. Cho tam giác ABC, gọi ra, rb, rc là bán kính đường tròn bàng tiếp góc
A, B, C. Chứng minh rằng

136



(a) ra = p tan
A
2

(b)
1
ra

+
1
rb

+
1
rc

=
1
r

(c) ra + rb + rc = 4R + r.

Bài 5.36. Cho tam giác ABC có các trung tuyến BM và CN cắt nhau tại G. Biết

BM =
3
2

, CN = 3,∠BGC = 120o. Tính độ dài các cạnh của tam giác ABC.

Bài 5.37. Cho tam giác ABC đều cạnh 6a. D thuộc cạnh BC sao cho BD = 2a. Trung
trực của AD cắt AB, AC tại E, F. Tính độ dài EF theo a.

Bài 5.38. Cho tam giác ABC có BC = 10. Gọi (I) là đường tròn tâm I thuộc cạnh
BC và tiếp xúc với AB, AC.

(a) Biết IA = 3, 2IB = 3IC. Tính độ dài các cạnh AB, AC.

(b) Biết (I) có bán kính bằng 3 và 2IB = 3IC. Tính bán kính đường tròn ngoại
tiếp tam giác ABC và các cạnh AB, AC.

Bài 5.39. Cho hình thang cân ABCD với đáy lớn AB ngoại tiếp đuuờng tròn bán
kính r.

(a) Đặt ∠BAD = α. Tính độ dài các cạnh đáy và đường chéo theo r, α.

(b) Gọi R là bán kính đường tròn ngoại tiếp hình thang. Biết
R
2
=

2
3

√
2. Tính góc

∠BAD.

Bài 5.40. Chứng minh rằng trong tam giác ABC ta có:

(a) cos
A
2

=

√
p(p− a)

bc

(b) tan
A
2

=

√
(p− b)(p− c)

p(p− a)

Bài 5.41. Cho đường tròn tâm O bán kính R và một điểm A bên ngoài đường tròn
(O). Một đường thẳng thay đổi qua A cắt đường tròn tại hai điểm B và C. Đặt

∠BOA = α,∠COA = β. Chứng minh rằng tan
α

2
tan

β

2
không đổi.

Bài 5.42. Cho tam giác ABC có diện tích là S.

(a) Chứng minh cot A =
b2 + c2 − a2

4S
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(b) Gọi M là trung điểm BC. Đặt ∠AMB = ϕ. Chứng minh cot C − cot B =

2 cot ϕ.

(c) Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Đặt ∠BGC = α. Chứng minh cot α =
5bc cos A− 2(b2 + c2)

3bc sin A

Bài 5.43. Chứng minh trong tam giác ABC có

(a) b2 + c2 = 2a2 ⇔ cot B + cot C = 2 cot A.

(b) b4 + c4 = a4 ⇔ tan B tan C = 2 sin2 A.

Bài 5.44. Cho tam giác ABC có ∠B > ∠C và O, I, O1 là tâm đường tròn ngoại tiếp,
nội tiếp và đường tròn bàng tiếp góc ∠A. Chứng minh

tan∠IOO1 =
2(sin B− sin C)

2 cos A− 1

Bài 5.45. Cho tam giác ABC và D, E là các điểm trên cạnh BC sao cho: BD = DE =

EC =
BC
3

. Đặt ∠BAD = α,∠DAE = β,∠EAC = λ. Chứng minh

(cot α + cot β)(cot β + cot λ) = 4(1 + cot2 β)
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½CHƯƠNG½

6
£££

VECTƠ

§1. VECTƠ VÀ CÁC PHÉP TOÁN

A LÝ THUYẾT

Định nghĩa 6.1. Vectơ là một đoạn thẳng có hướng, nghĩa là trong hai điểm mút
của đoạn thẳng, đã chỉ rõ điểm nào là điểm đầu, điểm nào là điểm cuối.
Nếu vectơ có điểm đầu là M và điểm cuối là N ta kí hiệu vectơ đó là

−−→
MN.

Vectơ có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau được gọi là vectơ-không.

Định nghĩa 6.2. Đường thẳng AB được gọi là giá của vectơ
−→
AB. Với vectơ-không

−→
AA thì mọi đường thẳng qua A đều là giá của nó.

• Hai vectơ được gọi là cùng phương nếu giá của chúng song song hoặc trùng
nhau.

• Hai vectơ cùng phương thì cùng hướng hoặc ngược hướng.

• Vectơ không thì cùng phương cùng hướng với mọi vectơ.

Định nghĩa 6.3. Độ dài của vectơ là khoảng cách giữa điểm đầu và điểm cuối. Độ
dài của vectơ

−→
AB là độ dài đoạn thẳng AB. Kí hiệu |−→AB|. Độ dài vectơ-không bằng

0.

Định nghĩa 6.4. Hai vectơ được gọi là bằng nhau nếu chúng cùng hướng và cùng
độ dài. Hai vectơ −→a và

−→
b bằng nhau kí hiệu là −→a =

−→
b .

Định nghĩa 6.5. (Tổng hai vectơ) Cho hai vectơ −→a và
−→
b . Lấy một điểm A nào đó

rồi xác định các điểm
−→
AB = −→a ,

−→
BC =

−→
b . Khi đó vectơ

−→
AC được gọi là tổng của hai

vectơ −→a và
−→
b . Kí hiệu

−→
AC = −→a +

−→
b

Tính chất 6.1. Phép cộng có các tính chất sau:

(a) Tính chất giao hoán −→a +
−→
b =

−→
b +−→a
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(b) Tính chất kết hợp (−→a +
−→
b ) +−→c = −→a + (

−→
b +−→c ).

(c) Tính chất của vectơ không: −→a +
−→
0 = −→a

Tính chất 6.2.

(a) (Quy tắc 3 điểm) Với 3 điểm A, B, C ta có
−→
AB +

−→
BC =

−→
AC.

(b) (Quy tắc hình bình hành) Với hình bình hành ABCD, ta có
−→
AB +

−→
AD =

−→
AC.

Tính chất 6.3. Cho −→a . Vectơ
−→
b được gọi là vectơ đối của −→a nếu −→a +

−→
b =

−→
0 .

Nhận xét: Nếu vectơ
−→
b và

−→
b′ cùng là vectơ đối của −→a thì

−→
b =

−→
b′ . Thật vậy, vì

theo định nghĩa, ta có
−→
b =

−→
b +
−→
0 =

−→
b +−→a +

−→
b′ =

−→
0 +
−→
b′ =

−→
b′ .

Từ đó ta thấy mỗi vectơ −→a có một vectơ đối duy nhất, kí hiệu là −−→a .

Nhận xét: Vectơ đối của
−→
0 là

−→
0 . Nếu −→a ̸= −→0 thì −−→a ngược hướng và cùng độ

dài với −→a .

Định nghĩa 6.6. (Hiệu hai vectơ) Cho hai vectơ −→a và b⃗. Ta định nghĩa

−→a −
−→
b = −→a + (−

−→
b )

Tính chất 6.4. Cho các vectơ −→a ,
−→
b ,−→c . Khi đó ta có

(a) −→a −−→0 = −→a .

(b) −→a −−→a =
−→
0 .

(c) −→a +
−→
b = −→c ⇔ −→a = −→c −

−→
b .

(d) −→a − (
−→
b +−→c ) = −→a −

−→
b −−→c .

Tính chất 6.5. Với 3 điểm A, B, C thì

−→
BC =

−→
AC−−→AB

Định nghĩa 6.7. (Phép nhân của một vectơ với một số) Cho vec tơ −→a và số thực k.
Phép nhân của −→a và số thực k, kí hiệu k · −→a được xác định như sau:

• Nếu k = 0 hoặc −→a thì k · −→a =
−→
0 .

• Các trường hợp khác thì k · −→a là một vec tơ cùng hướng với −→a nếu k > 0,
ngược hướng với −→a nếu k < 0, và |k · −→a | = |k| · |−→a |.
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Tính chất 6.6. Cho các vec tơ −→a ,
−→
b và các số thực k, m. Khi đó

(a) k · (−→a +
−→
b ) = k · −→a + k ·

−→
b .

(b) k · −→a + m · −→a = (k + m) · −→a .

(c) k · (m · −→a ) = (km) · −→a .

(d) k · −→a =
−→
0 khi và chỉ khi k = 0 hoặc −→a =

−→
0 .

B CÁC VÍ DỤ

Ví dụ 6.1. Cho 3 điểm A, B, C phân biệt. Xét vị trí của các điểm A, B, C biết rằng

(a) Vectơ
−→
AB cùng phương với vectơ

−→
AC.

(b) Vectơ
−→
AB cùng hướng với vectơ

−→
AC.

(c) Vectơ
−→
AB bằng vectơ

−→
BC.

Ví dụ 6.2. Cho hình vuông ABCD cạnh a. Dựng và tính độ dài của các vec tơ sau:

(a) −→u =
−→
AB +

−→
BC

(b) −→v =
−→
AB +

−→
AD +

−→
DB

Ví dụ 6.3. Cho 4 điểm A, B, C, D. Gọi M, N lần lượt là trung điểm AD và BC.
Chứng minh rằng

−→
AB +

−→
DC =

−→
AC +

−→
DB = 2

−−→
MN

Ví dụ 6.4. Cho tam giác ABC. Gọi G là trọng tâm tam giác, M là trung điểm BC.
Gọi D là điểm đối xứng của G qua M.

(a) Chứng minh
−→
GB +

−→
GC =

−→
GD

(b) Chứng minh
−→
GA +

−→
GB +

−→
GC =

−→
0 .

(c) Cho điểm O. Chứng minh rằng
−→
OA +

−→
OB +

−→
OC = 3 · −→OG.

(d) Cho tam giác A′B′C′ có trọng tâm G′. Chứng minh rằng

−−→
AA′ +

−→
BB′ +

−→
CC′ = 3

−−→
GG′

Từ đó suy ra điều kiện để 2 tam giác có cùng trọng tâm.
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Ví dụ 6.5. Tam giác ABC là tam giác gì nếu thỏa mãn
∣∣∣−→AB +

−→
BC
∣∣∣ = ∣∣∣−→AB−−→AC

∣∣∣
Ví dụ 6.6. Cho ngũ giác đều ABCDE tâm O. Chứng minh rằng

−→
OA +

−→
OB +

−→
OC +

−→
OD +

−→
OE =

−→
0

Ví dụ 6.7. Cho tam giác ABC. M thuộc cạnh BC thỏa MB = 2MC.

(a) Chứng minh
−→
MB = −2

−→
MC.

(b) Chứng minh
−−→
AM =

2
3
−→
AB +

1
3
−→
AC.

Ví dụ 6.8. Cho tam giác ABC đều. M là điểm nằm trong tam giác ABC. Gọi O là
tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Gọi D′, E′, F′ lần lượt là điểm đối xứng

của M qua BC, AC, AB. Chứng minh O là trọng tâm tam giác D′E′F′ và
−−→
MD′ +

−−→
ME′ +

−−→
MF′ = 3 · −−→MO.

Ví dụ 6.9. Cho các vec tơ −→a ,
−→
b . Chứng minh rằng

|−→a +
−→
b | ≤ |−→a |+ |

−→
b |

Tìm điểu kiện để đẳng thức xảy ra.

Ví dụ 6.10. Cho nửa đường tròn tâm O bán kính 1, trên nửa đường tròn lấy các
điểm A, B, C phân biệt. Chứng minh rằng

|−→OA +
−→
OB +

−→
OC| ≥ 1

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 6.1. Cho 6 điểm A, B, C, D, E, F. Chứng minh

−→
AD +

−→
BE +

−→
CF =

−→
AE +

−→
BF +

−→
CD =

−→
AF +

−→
BD +

−→
CE

Bài 6.2. Cho tứ giác ABCD. Chứng minh rằng nếu |−→AD +
−→
BC| = |−→AB +

−→
DC| thì

AC ⊥ BD.

Bài 6.3. Cho tam giác ABC. Về phía ngoài tam giác ABC, dựng các hình bình hành
ABI J, BCPQ, CARS.
Chứng minh rằng

−→
RJ +

−→
IQ +

−→
PS =

−→
0 .
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Bài 6.4. Cho 5 điểm A, B, C, D và E. Chứng minh rằng:

(a)
−→
AC +

−→
DE−−→DC−−→CE +

−→
CB =

−→
AB

(b)
−→
AB +

−→
BC +

−→
CD =

−→
AE−−→DE

Bài 6.5. Cho các vectơ −→a ,
−→
b . Chứng minh rằng |−→a −

−→
b | ≥ |−→a | − |

−→
b |.

Bài 6.6. Cho tam giác ABC. M là điểm đối xứng của B qua C.

(a) Chứng minh
−→
BM = 2

−→
BC.

(b) Chứng minh
−−→
AM = 2

−→
BM− 2

−→
BA.

Bài 6.7. Cho tứ giác ABCD. Các điểm M, N theo thứ tự thuộc cạnh AD, BC sao cho
MA
MD

=
NB
NC

=
x
y

. Chứng minh rằng
−−→
MN =

1
x + y

(y
−→
AB + x

−→
DC).

Bài 6.8. Cho tam giác ABC, O là điểm bất kì. Gọi D, E, F lần lượt là điểm đối xứng
của O qua trung điểm các cạnh BC, AC, AB của tam giác ABC. Tìm vị trí điểm O
để hai tam ABC và DEF có cùng trọng tâm.

Bài 6.9. Cho lục giác đều ABCDEF. M là điểm nằm trong lục giác. Gọi P, Q, R, S, T, U
lần lượt là hình chiếu vuông góc của M trên các cạnh AB, BC, CD, DE, EF, FA.
Chứng minh rằng hai tam giác PQT và QSU có cùng trọng tâm.

Bài 6.10. Cho nửa đường tâm O bán kính 1. Trên nửa đường tròn lấy 2025 điểm
phân biệt A1, A2, · · · , A2025. Chứng minh rằng

|−−→OA1 +
−−→
OA2 + · · ·+

−−−−→
OA2025| ≥ 1
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§2. SỰ BIỂU DIỄN VECTƠ

A LÝ THUYẾT

Định lí 6.1. Cho hai vectơ−→a ,
−→
b trong đó

−→
b ̸= −→0 . Khi đó−→a ,

−→
b cùng phương khi

và chỉ khi tồn tại số thực k thỏa −→a = k ·
−→
b .

Chứng minh.

(a) Chiều thuận. Rõ ràng nếu −→a = k ·
−→
b thì theo định nghĩa, hai vectơ −→a ,

−→
b

cùng phương.

(b) Chiều đảo. Nếu −→a ,
−→
b cùng phương.

• Trường hợp 1. Nếu −→a ,
−→
b cùng hướng. Đặt k =

|−→a |
|
−→
b |

, ta chứng minh

−→a = k ·
−→
b . Thực vậy:

Do k > 0 nên k ·
−→
b cùng hướng

−→
b mà

−→
b cùng hướng−→a nên k ·

−→
b cùng

hướng a;
Và |k ·

−→
b | = |k| · |

−→
b | = −→a .

• Trường hợp 2. Nếu −→a ,
−→
b ngược hướng. Đặt k = −|

−→a |
|
−→
b |

, chứng minh

tương tự như trên ta cũng có −→a = k ·
−→
b .

Hệ quả 6.1. Cho −→a ,
−→
b là hai vectơ không cùng phương và các số thực x, y.

Khi đó x · −→a + y ·
−→
b =

−→
0 khi và chỉ khi x = y = 0.

Hệ quả 6.2. Cho 3 điểm A, B, C phân biệt.
Khi đó A, B, C thẳng hàng khi và chỉ khi tồn tại k sao cho

−→
AB = k · −→AC.

Hệ quả 6.3. Cho đoạn thẳng AB, M là điểm nằm giữa A và B, khi đó

−−→
MA = −MA

MB
· −→MB và

−−→
AM =

AM
AB
· −→AB

Định lí 6.2. Cho 2 vectơ −→a ,
−→
b không cùng phương. Khi đó với mọi −→c thì tồn tại

duy nhất cặp số (x; y) sao cho

−→c = x · −→a + y ·
−→
b

Chứng minh. • Lấy điểm O ta dựng các vectơ
−→
AO = −→a ;

−→
OB =

−→
b ;
−→
OC = −→c .
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• Từ C dựng các đường thẳng song song với OB, OA cắt OA, OB tại D và E.
Khi đó

−→
OC =

−→
OD +

−→
OE.

• Mà
−→
OD và

−→
OA cùng phương nên tồn tại x thỏa

−→
OD = x · −→OA = x · −→a ; tương

tự tồn tại y sao cho
−→
OE = y · −→OB = y ·

−→
b .

• Do đó −→c = x · −→a + y ·
−→
b .

• Giả sử tồn tại x′, y′ thỏa−→c = x′ · −→a + y′ ·
−→
b . Khi đó x · −→a + y ·

−→
b = x′ · −→a +

y′ · b⇔ (x− x′)−→a + (y− y′)
−→
b =

−→
0 .

Theo hệ quả 1.4.3 thì x = x′, y = y′.

Hệ quả 6.4. Cho hai vectơ−→a ,
−→
b không cùng phương. Các vectơ−→c ,

−→
d , giả sử−→c =

x1 · −→a + y1 ·
−→
b và

−→
d = x2 · −→a + y2 ·

−→
b .

Khi đó

(a) −→c =
−→
d ⇔ x1 = x2, y1 = y2.

(b) −→c ,
−→
d cùng phương khi và chỉ khi x1 = k · x2, y1 = k · y2, hay

x1

x2
=

y1

y2
nếu

x2, y2 ̸= 0.

Chứng minh.

(a) Ta có −→c =
−→
d ⇔ x1 · −→a + y1 ·

−→
b = x2 · −→a + y2 ·

−→
b

⇔ (x1 − x2)
−→c + (y1 − y2)

−→
d =

−→
0

⇔ x1 − x2 = y1 − y2 = 0⇔ x1 = x2, y1 = y2

(b) −→c ,
−→
d cùng phương, khi và chỉ khi

−→c = k ·
−→
d ⇔ x1 · −→a + x2 ·

−→
b = ky1 · −→a + ky2

−→
b ⇔ x1 = ky1, x2 = ky2

Hệ quả 6.5. Cho 3 điểm A, B, C và hai vectơ −→a ,
−→
b không cùng phương. Giả sử

−→
AB = x · −→a + y ·

−→
b và

−→
AC = x′ · −→a + y′ ·

−→
b .

Khi đó A, B, C thẳng hàng khi và chỉ khi tồn tại k thỏa x = kx′, y = ky′ hay
x
x′

=
y
y′

nếu x′, y′ ̸= 0.

Hệ quả 6.6. Cho −→a ,
−→
b ,−→c đôi một không cùng phương.

(a) Khi đó tồn tại x, y, z không đồng thời bằng 0 và

x · −→a + y ·
−→
b + z · −→c =

−→
0
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(b) Nếu tồn tại x, y, z và x′, y′, z′ khác 0 thỏa mãn

x · −→a + y ·
−→
b + z · −→c = x′ · −→a + y′ ·

−→
b + z′ · −→c =

−→
0

thì
x
x′

=
y
y′

=
z
z′

Chứng minh.

(a) Ta có −→a ,
−→
b không cùng phương nên với −→c thì tồn tại x, y thỏa −→c = x · −→a +

y ·
−→
b ⇒ x · −→a + y ·

−→
b −−→c =

−→
0 , với z = −1.

(b) Từ đẳng thức ta có −→c =
−x
z
−→a − −y

z
−→
b =

−x′

z′
−→a − y′

z′
−→
b .

Suy ra
x
z
=

x′

z′
và

y
z
=

y′

z′
, suy ra

x
x′

=
y
y′

.

Từ đó ta có điều cần chứng minh.

B VÍ DỤ

Ví dụ 6.11. Cho tam giác ABC và điểm D thỏa mãn
−→
AD =

3
4
−→
AC, I là trung điểm

của BD.

(a) Biểu diễn
−→
AI theo

−→
AB,
−→
AC.

(b) Biểu diễn
−−→
AM theo x và

−→
AB,
−→
AC

Ví dụ 6.12. Cho tam giác ABC gọi M là điểm thỏa
−−→
MA + 3

−→
MB =

−→
0 . Giả sử

−→
CM =

x · −→CA + y · −→CB. Tính x, y.

Ví dụ 6.13. Cho tam giác ABC. Gọi M là trung điểm AB, N thỏa
−→
NA + 2

−→
NC =

−→
0

và P là điểm đối xứng của B qua C.

a) Chứng minh
−→
AN =

2
3
−→
AC

b) Chứng minh
−−→
NM =

1
2
−→
AB− 2

3
−→
AC.

c) Chứng minh M, N, P thẳng hàng.

Ví dụ 6.14. Cho tứ giác ABCD. Gọi M, N thuộc cạnh AD, BC sao cho AM = 2MD, BN =

2NC. Chứng minh rằng trung điểm các đoạn thẳng AB, MN và CD thẳng hàng.
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Ví dụ 6.15. Cho tam giác ABC và điểm D thỏa mãn
−→
AD =

3
4
−→
AC, I là trung điểm

của BD. M là điểm thỏa
−→
BM = x

−→
BC, x ∈ R.

(a) Tính
−→
AI theo

−→
AB,
−→
AC.

(b) Tính
−−→
AM theo x và

−→
AB,
−→
AC

(c) Tìm x để A, I, M thẳng hàng.

Ví dụ 6.16. Cho hai điểm A và B, điểm O là điểm nằm ngoài đường thẳng AB.
Nếu M thỏa

−−→
OM = x · −→OA + y · −→OB, trong đó x, y không đồng thời bằng 0, khi đó

M thuộc đường thẳng AB khi và chỉ khi x + y = 1.

Nhận xét: Trong ví dụ trên, nếu thay z · −−→OM = x · −→OA + y · −→OB thì z = x + y.

Ví dụ 6.17. Cho tam giác ABC. Một đường thẳng qua trọng tâm G của tam giác cắt
các cạnh AB, AC tại D và E. Chứng minh

AB
AD

+
AC
AE

= 3

.

Ví dụ 6.18. Cho một tam giác ABC với AB ⊥ BC. Đường cao BH cắt các phân giác
AD và CE lần lượt tại Q và P. Chứng minh rằng đường thẳng đi qua trung điểm
của các đoạn thẳng QD và PE song song với AC.

Ví dụ 6.19. Cho tam giác ABC. Một đường tròn đi qua hai điểm B và C cắt lại các
cạnh AB và AC lần lượt tại N và M. Xét các điểm P và Q lần lượt nằm trên các đoạn
thẳng MN và BC sao cho các góc ∠BAC và ∠PAQ có cùng phân giác trong.

(a) Chứng minh rằng:
PM
PN

=
QB
QC

(b) Chứng minh rằng trung điểm của các đoạn thẳng BM, CN và PQ thẳng hàng.

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 6.11. Cho tam giác ABC có I là điểm đối xứng với B qua C, J là trung điểm AC,
K thuộc AB thoả AB = 3AK.

(a) Tính
−→
BI,
−→
BJ,
−→
BK theo

−→
BA,
−→
BC.
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(b) Tính
−→
I J ,
−→
IK theo

−→
BA,
−→
BC.

Bài 6.12. Cho tam giác ABC. Lấy M, N lần lượt là trung điểm AB, AC. L là điểm
thoả mãn 2

−→
LA + 5

−→
LB + 3

−→
LC =

−→
0 .

(a) Tính
−→
BM,
−→
BM,
−→
BL theo

−→
BA,
−→
BC.

(b) Tính
−−→
MN,

−→
ML theo

−→
BA,
−→
BC.

Bài 6.13. Cho tam giác ABC và các điểm I, J thỏa mãn 2
−→
CI + 3

−→
BI =

−→
0 , 5
−→
JB− 2

−→
JC =

−→
0 .

a) Tính
−→
AI,
−→
AJ theo

−→
AB,
−→
AC.

b) Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Tính
−→
AG theo

−→
AI,
−→
AJ.

Bài 6.14. Cho tam giác ABC có các cạnh a, b, c. Gọi A1, B1, C1 theo thứ tự là chân
các đường phân giác kẻ từ A, B, C.

(a) Tính
−−→
AA1 theo

−→
AB,
−→
AC.

(b) Chứng minh rằng ∆ABC là tam giác đều nếu
−−→
AA1 +

−→
BB1 +

−−→
CC1 =

−→
0 .

Bài 6.15. Cho tam giác ABC. Hai điểm M, N được xác định bởi hệ thức:
−→
BC+

−−→
MA =

−→
0 ,
−→
AB−−→NA− 3

−→
AC =

−→
0 . Chứng minh MN ∥ AC.

Bài 6.16. Cho 3
−→
OA + 2

−→
OB− 5

−→
OC =

−→
0 . Chứng minh A, B, C thẳng hàng.

Bài 6.17. Cho tam giác ABC có trung tuyến AM. Gọi I là trung điểm AM và K là

trung điểm AC sao AK =
1
3

AC .

(a) Biểu diễn các vectơ
−→
BI,
−→
BK theo

−→
BA,
−→
BC.

(b) Chứng minh các điểm B, I, K thẳng hàng.

Bài 6.18. Cho tam giác ABC có trọng tâm G. Gọi I, J là hai điểm xác định bởi
−→
IA =

2
−→
IB, 3
−→
JA + 2

−→
JC =

−→
0 .

(a) Tính
−→
I J ,
−→
IG theo

−→
AB,
−→
AC.

(b) Chứng minh I, J, G thẳng hàng.

Bài 6.19. Cho tam giác ABC. Lấy các điểm M, N, P thỏa mãn

−−→
MA +

−→
MB = 0⃗, 3

−→
AN − 2

−→
AC = 0⃗,

−→
PB = 2

−→
PC.

Chứng minh M, N, P thẳng hàng.
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Bài 6.20. Cho tam giác ABC, M là điểm trên cạnh BC sao cho BM = 3MC, N là
điểm đối xứng với M qua C.

(a) Tính
−−→
AM,

−→
AN theo

−→
AB,
−→
AC.

(b) Gọi I là trung điểm AM, J là điểm trên AN sao cho AJ = kAC. Xác định k để
B, I, J thẳng hàng.

Bài 6.21. Cho tam giác ABC và điểm D thỏa mãn
−→
AD =

3
4
−→
AC, I là trung điểm của

DB. M là điểm thỏa
−→
BM = x

−→
BC, x ∈ R.

(a) Tính
−→
AI theo

−→
AB,
−→
AC.

(b) Tính
−−→
AM theo x và

−→
AB,
−→
AC.

(c) Tìm x sao cho A, I, M thẳng hàng.

Bài 6.22. Cho hình bình hành ABCD tâm O. Đặt
−→
AC = −→a ,

−→
BD =

−→
b .

(a) Tính
−→
AB,
−→
BC,
−→
AD theo −→a ,

−→
b .

(b) Hai điểm M, N lần lượt trên hai đường thẳng AB, CD. Giả sử
−−→
AM = x

−→
AB,
−→
AN =

y
−→
AD. Tìm điều kiện của x, y để M, N, B thẳng hàng.
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§3. TÂM TỈ CỰ CỦA MỘT HỆ ĐIỂM

A LÝ THUYẾT

Tính chất 6.7. Cho hai điểm A, B phân biệt và các số thực m, n có tổng khác 0. Khi
đó tồn tại duy nhất điểm O sao cho

m · −→OA + n · −→OB =
−→
0

Chứng minh. Ta có m · −→OA + n · −→OB =
−→
0

⇔ m ·OA + n · (−→OA +
−→
AB) =

−→
0

⇔ (m + n)
−→
AO = n

−→
AB

⇔ −→AO =
n

m + n
−→
AB. (1)

Đẳng thức (1) cho ta xác định sự tồn tại điểm O.
Giả sử có O′ cũng thỏa m · −→OA + n · −→OB =

−→
0 .

Khi đó ta có m · −→OA + m · −→OB = m ·
−−→
O′A + n ·

−→
O′B⇒ (m + n)

−−→
OO′ =

−→
0 ⇒ O′ ≡ O.

(2) Từ (1) và (2) ta có điểm O tồn tại và duy nhất.

Tính chất 6.8. Cho 3 điểm A, B, C và các số thực m, n, p không đồng thời bằng 0 và
có tổng khác 0. Khi đó tồn tại duy nhất điểm O thỏa:

m · −→OA + n · −→OB + p · −→OC =
−→
0

Chứng minh. Làm tương tự như trên ta có
−→
AO =

n
m + n + p

· −→AB +
p

m + n + p
·

−→
AC.

Tính chất 6.9. Cho n điểm A1, A2, ..., An và n sô thực α1, α2, ..., αn không đồng thời
bằng 0 và có tổng khác 0.

(a) Chứng minh tồn tại duy nhất điểm O thỏa

n

∑
i=1

αi.
−−→
OAi = α1.

−−→
OA1 + α2.

−−→
OA2 + ... + αn.

−−→
OAn =

−→
0

Điểm O được gọi là tâm tỉ cự của hệ điểm A1, A2, ..., An tương ứng với các hệ
số α1, α2, ..., αn.

(b) Với điểm O được xác định như trên, khi đó mọi điểm M ta có
−−→
MO =

1
n
∑

i=1
αi

.
n

∑
i=1

αi
−−→
MAi
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Chứng minh. a) Ta có
n

∑
i=1

αi.
−−→
OAi =

−→
0 ⇔

n

∑
i=1

αi(
−−→
OA1 +

−−→
A1Ai) =

−→
0

⇔
(

n

∑
i=1

αi

)
· −−→OA1 +

n

∑
i=1

−−→
A1Ai =

−→
0

⇔ −−→OA1 =
−1
n
∑

i=1
αi

n

∑
i=1

−−→
A1Ai (*)

Đẳng thức (∗) xác định duy nhất điểm O thỏa mãn.
b) Khi đó với điểm M thì

−−→
MAi =

−−→
MO +

−−→
OAi, từ đó

n

∑
i=1

αi.
−−→
MAi =

n

∑
i=1

αi.(
−−→
MO +

−−→
OAi) =

(
n

∑
i=1

αi

)
−−→
MO +

n

∑
i=1

αi.
−−→
OAi =

(
n

∑
i=1

αi

)
−−→
MO

Do đó
−−→
MO =

1
n
∑

i=1
αi

.
n

∑
i=1

αi
−−→
MAi

Tính chất 6.10. Cho n điểm A1, A2, ..., An và n sô thực α1, α2, ..., αn không đồng thời
bằng 0 và có tổng bằng 0. Khi đó

−→u = α1 ·
−−→
OA1 + α2 ·

−−→
OA2 + · · ·+ αn ·

−−→
OAn

không phụ thuộc vào điểm O.

B VÍ DỤ

Bài 6.23. Cho tam giác ABC. Tìm điểm N, M thỏa:

(a)
−→
NA +

−→
NB + 2

−→
NC =

−→
0 .

(b) |−−→MA + 2
−→
MB− 5

−→
MC| = |−→AB−−→AC|.

Bài 6.24. Cho tam giác ABC. Hãy tìm tập hợp điểm M thỏa mãn điều kiện:

(a)
−−→
MA−−→MB +

−→
MC =

−→
0 .

(b) |−−→MA− 2
−→
MB + 4

−→
MC| = |4−→MB−−→MC|.

Bài 6.25. Cho tứ giác ABCD. Gọi Ga, Gb, Gc, Gd lần lượt là trọng tâm của các tam
giác BCD, ACD, ABD, BCD. Chứng minh rằng AGa, BGb, CGc, DGd cùng đi qua
một điểm.
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Bài 6.26. (Định lý Jacobi) Cho tam giác ABC. M là điểm nằm trong tam giác ABC.
Đặt Sa = SMBC, Sb = SMAC, Sc = SMAB, S = SABC. Chứng minh rằng

Sa ·
−−→
MA + Sb ·

−→
MB + Sc ·

−→
MC =

−→
0

Bài 6.27. Cho tam giác ABC. M là điểm nằm trong tam giác. Khi đó x, y, z thỏa mãn

x
SMBC

=
y

SMAC
=

z
SMAB

khi và chỉ khi
x · −−→MA + y · −→MB + z · −→MC =

−→
0

Bài 6.28. Cho tam giác ABC. Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác và tiếp xúc với các
cạnh BC, AC, AB lần lượt là D, E, F. Đặt BC = a, AC = b, AB = c.

(a) Chứng minh rằng a · −→IA + b · −→IB + c · −→IC =
−→
0 .

(b) Chứng minh rằng a · −→ID + b · −→IE + c · −→IF =
−→
0 .

Bài 6.29. (Định lý con nhím) Cho đa giác lồi A1A2 · · · An và các vectơ đơn vị e⃗i(1 ≤
i ≤ n) theo thứ tự vuông góc với

−−−−→
Ai Ai+1 (xem An+1 ≡ A1 ), hướng ra phía ngoài

da giác. Chứng minh rằng

A1 A2 · −→e1 + A2A3 · −→e2 + . . . + An A1 · −→en =
−→
0 (định lí con nhím).

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 6.30. Cho tam giác ABC. Hãy tìm tập hợp điểm M thoả điều kiện sau:

(a) |−−→MA−−→CA| = −→BC.

(b) |−−→MA +
−→
MB| = |−−→MA−−→MC|.

(c) |−−→MA +
−→
MC| = |−−→MA +

−→
MC|.

(d) |2−−→MA +
−→
MB| = |−−→MA + 2

−→
MB|.

e) |−−→MA− 2
−→
MB + 4

−→
MC| = |4−→MB−−→MC|.

Bài 6.31. Cho hai điểm A, B cố định. Tìm tâp hợp các điểm M thỏa mãn:
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(a) |−−→MA + 3
−→
MB| = 2

3
|−−→MA−−→MB|.

(b) |2−−→MA + 3
−→
MB| = |4−−→MA +

−→
MB|.

(c) |3−−→MA +
−→
MB− 2

−→
MC| = |3−→MB− 2

−−→
MA−−→MC|.

Bài 6.32. Cho tam giác ABC với BC = a, AC = b và AB = c. AD là phân giác trong

góc A. Khi đó ta có
−→
AD =

DC
BC

.
−→
AB +

DB
BC

.
−→
AC =

b
b + c

.
−→
AB +

c
b + c

.
−→
AC

Bài 6.33. Cho M là điểm nằm trong tam giác ABC nhọn, khi đó ta có

(a) Khi M ≡ O, ta có sin 2A · −→OA + sin 2B · −→OB + sin 2C · −→OC =
−→
0

(b) Khi M ≡ H, ta có tan A · −→HA + tan B · −→HB + tan C · −→HC =
−→
0

Bài 6.34. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng điểm M nằmm trong tam giác ABC
khi và chỉ khi tồn tại các số dương x, y, z thỏa x + y + z = 1 và x · −−→MA + y · −→MB +

z · −→MC =
−→
0 .

Bài 6.35. Cho tam giác ABC có đường tròn tâm I nội tiếp tam giác và tiếp xúc với
BC, AC, AB lần lượt tại D, E và F.Chứng minh rằng

a · −→ID + b · −→IE + c · −→IF =
−→
0

Bài 6.36. Cho tam giác ABC. Gọi I, H lần lượt là tâm nội tiếp và trực tâm của tam
giác ABC. Chứng minh rằng tam giác ABC đều khi và chỉ khi

HA · −→IA + HB · −→IB + HC · −→IC =
−→
0

Bài 6.37. Cho tam giác ABC, gọi Ia là tâm đường tròn bàng tiếp góc A, BC =

a, AC = b, AB = c. Chứng minh rằng

b · −→IaB + c · −→IaC− a · −→Ia A =
−→
0

Bài 6.38. Cho tam giác ABC có đường tròn tâm I nội tiếp tam giác và tiếp xúc với
các cạnh BC, AC và AB lần lượt tại D, E và F. Chứng minh rằng AD, BE và CF đồng
quy tại điểm J và

(p− a) (p− c)
−→
JA + (p− a) (p− c)

−→
JB + (p− b) (p− a)

−→
JC =

−→
0

Trong đó a, b, c là độ dài 3 cạnh BC, AC và AB, p là nửa chu vi. Điểm J được gọi là
điểm Gergonne của tam giác.
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Bài 6.39. (Đường đối trung điểm điểm Lemoine) Đường thẳng đối xứng với đường
trung tuyến qua đường phân giác xuất phát cùng đỉnh được gọi là đường đối trung
của tam giác.

(a) Trong một tam giác, 3 đường đối trung đồng qui tại một điểm L. Hơn nữa ta
có hệ thức a2.

−→
LA + b2.

−→
LB + c2.

−→
LC =

−→
0

(b) Trong một tam giác, điểm Lemoine là trọng tâm của của tam giác có các đỉnh
là hình chiếu của điểm Lemoine trên các cạnh của tam giác đó.

Bài 6.40. Cho tam giác ABC và một điểm M tuỳ ý, gọi G là trọng tâm tam giác ABC.
Hai điểm M, N di động thoả

−−→
MN = 4

−−→
MA +

−→
MB +

−→
MC. Chứng minh đường thẳng

MN luôn đi qua một điểm cố định.

Bài 6.41. Cho tam giác ABC và một điểm M bất kỳ. Gọi Ga, Gb, Gc, Gm, G lần lượt
là trọng tâm các tam giác MBC, MCA, MAB, GaGbGc,. Chứng minh MGm luôn đi
qua một điểm cố định.

Bài 6.42. Cho ngũ giác đều ABCDE. I là điểm thay đổi trên cạnh AB. Gọi M, N, P, Q
là hình chiếu của I trên các đường thẳng chứa cạnh còn lại của ngũ giác. Gọi G là
trọng tâm tứ giác MNPQ. Chứng minh rằng IG luôn đi qua một điểm cố định.

154



§4. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ

A LÝ THUYẾT

Định nghĩa 6.8. (Góc của hai vectơ) Cho hai vectơ −→a ,
−→
b . Từ một điểm O ta dựng

−→
OA = −→a ,

−→
OB =

−→
b . Khi đó ÔAB là góc giữa hai vectơ −→a và

−→
b . Kí hiệu

̂
(−→a ,
−→
b )

hoặc (−→a ;
−→
b ).

Góc giữa vectơ
−→
0 với vectơ bất kì bằng 0◦.

Định nghĩa 6.9. Nếu (−→a ;
−→
b ) = 90◦ ta nói hai vectơ−→a ,

−→
b vuông góc nhau, kí hiệu

−→a ⊥
−→
b .

Tính chất 6.11. Cho hai vec tơ −→a ,
−→
b . Đặt α = (−→a ;

−→
b ). Khi đó 0◦ ≤ α ≤ 180◦.

Định nghĩa 6.10. Cho hai vectơ −→a và
−→
b . Khi đó tích vô hướng của hai vectơ kí

hiệu là −→a ·
−→
b là một số được xác định bởi

−→a ·
−→
b = |−→a | · |

−→
b | · cos (−→a ;

−→
b )

Tính chất 6.12. Với ba vectơ −→a ,
−→
b ,−→c tùy ý số thực k, ta có:

• −→a ·
−→
b =

−→
b · −→a ;

• (k−→a ) ·
−→
b = k(−→a ·

−→
b );

• −→a (
−→
b +−→c ) = −→a ·

−→
b +−→a · −→c ;

• −→a (
−→
b −−→c ) = −→a ·

−→
b −−→a · −→c ;

• −→a ·
−→
b = 0⇔ −→a ⊥

−→
b ;

• −→a 2 = |−→a |2

Tính chất 6.13. (Công thức hình chiếu) Cho hai vectơ −→a ,
−→
b . Gọi

−→
a′ là hình chiếu

của −→a trên giá của vectơ
−→
b . Khi đó

−→a ·
−→
b =

−→
a′ ·
−→
b

B VÍ DỤ

1 DẠNG TÍNH TOÁN

Nhận xét: Cho hai vectơ −→u ,−→v . Nếu −→a = x · −→u + y · −→v và
−→
b = x′ · −→u + y′ · −→v .

Khi đó

• −→a ·
−→
b = (x · −→u + y · −→v )(x′ · −→u + y′ · −→v ).

• −→a 2 = (
−→
b = x · −→u + y · −→v )2. Suy ra |−→a |.
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• cos(−→a ;
−→
b ) =

−→a ·
−→
b

|−→a | · |
−→
b |

.

Ví dụ 6.20. Cho tam giác ABC đều cạnh a. Tính giá trị các biểu thức sau theo a.

(a)
−→
AB · −→AC.

(b)
−→
AB(2

−→
AB− 3

−→
BC).

Ví dụ 6.21. Cho tam giác ABC có ∠BAC = 60◦, AB = 3, AC = 4.

(a) Tính BC.

(b) Lấy M thỏa
−→
MB + 2

−→
MC =

−→
0 . Tính AM.

Ví dụ 6.22. Cho hình bình hành ABCD có AB = 4, AC = 6 và ∠BAD = 60◦. Gọi
M, N là trung điểm BC, CD.

(a) Tính AM, BN.

(b) Tính
−−→
AM · −→BN. Suy ra góc giữa hai vectơ

−−→
AM và

−→
BN.

2 CHỨNG MINH VUÔNG GÓC

Ví dụ 6.23. Cho hình vuông ABCD có M, N lần lượt là trung điểm của AB và BC.
Chứng minh rằng AN⊥DM.

Ví dụ 6.24. Cho tam giác ABC, M là trung điểm cạnh BC. Về phía ngoài tam giác
dựng các tam giác ABD, ACE vuông cân tại A. Chứng minh rằng AM⊥DE.

Ví dụ 6.25. Cho tứ giác ABCD ngoại tiếp đường tròn (I). Đường thẳng qua C
vuông góc với BC cắt BI tại T; đường thẳng qua C vuông góc với CD cắt DI tại
S. Chứng minh rằng ST ⊥ AC.

3 CHỨNG MINH ĐẲNG THỨC

Ví dụ 6.26. Cho tam giác ABC, gọi M là trung điểm cạnh BC. Chứng minh rằng:

(a)
−→
AB · −→AC =

AB2 + AC2 − BC2

2
= AM2 − 1

4
BC2;

(b) BC2 = AB2 + AC2 − 2AB · AC · cos∠BAC.

Ví dụ 6.27. Cho 4 điểm A, B, C, D. Chứng minh rằng

−→
DC · −→AB +

−→
DA · −→BC +

−→
DB · −→CA = 0

Từ đó suy ra ba đường cao của tam giác đồng quy.
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Ví dụ 6.28. Cho tam giác ABC. Gọi M thỏa
−→
MB + 2

−→
MC =

−→
0 .

(a) Chứng minh AB2 + 2AC2 = 3AM2 + MB2 + 2MC2.

(b) Chứng minh AM2 =
1
3

AB2 +
2
3

AC2 − 2
9

BC2.

Ví dụ 6.29. (Định lý Stewart) Cho tam giác ABC và D là một điểm thuộc cạnh BC.
Chứng minh rằng:

AB2 · CD + AC2 · BD = BC
(

AD2 + BD · CD
)

Ví dụ 6.30. Cho tam giác ABC và điểm I thỏa α · −→IA + β
−→
IB + γ · −→IC =

−→
0 (α + β +

γ ̸= 0). Chứng minh rằng với mọi điểm M ta có:

αMA2 + β ·MB2 + γ ·MC2 = (α + β + γ)MI2 + α · IA2 + β · IB2 + γ · IC2

và
α · IA2 + β · IB2 + γ · IC2 =

1
α + β + γ

(αβAB2 + βγBC2 + αγAC2)

Ví dụ 6.31. Cho tam giác ABC, cạnh BC = a, CA = b, AB = c, điểm M bên trong
tam giác. Đặt:

x =
S∆MBC

S∆ABC
, y =

S∆MAC

S△ABC
, z =

S∆MBA

S∆ABC

Ta có x + y + z = 1 và:
x
−−→
MA + y

−→
MB + z

−→
MC =

−→
0

Chứng minh

OM2 = x ·OA2 + y ·OB2 + z ·OC2 − (xyc2 + xzb2 + yza2)

Ví dụ 6.32. Cho tam giác ABC có I là tâm nội tiếp và O là tâm ngoại tiếp. Chứng
minh rằng

(a) a · IA2 + b · IB2 + c · IC2 = abc.

(b) IO2 = 2Rr
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4 CÁC BÀI TOÁN QUỸ TÍCH

Ví dụ 6.33. Cho hai điểm A, B phân biệt và số thực k. Tìm quỹ tích các điểm M
thỏa

−−→
MA · −→MB = k.

Ví dụ 6.34. Cho vectơ −→u và điểm A cố định, k là số thực cho trước. Tìm quỹ tích
điểm M sao cho

−−→
MA · −→u = k

Ví dụ 6.35. Cho tam giác ABC đều cạnh a. Tìm điểm M sao cho

(
−−→
MA +

−→
MB)(

−−→
MA + 2

−→
MB +

−→
MC) = a2

Ví dụ 6.36. Cho tam giác ABC vuông cân tại A, AB = a. Tìm điểm M thỏa

(
−−→
MA− 2

−→
MB +

−→
MC)(

−−→
MA +

−→
MB) = a2

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 6.43. Cho tam giác ABC có AB = 5, AC = 8,∠A = 120◦.

(a) Tính
−→
AB · −→AC và độ dài BC.

(b) Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Tính
−→
AG · −→BC.

Bài 6.44. Cho tam giác ABC có AB = 3, AC = 6,∠BAC = 60◦. Tính

(a) BC.

(b) Gọi M là trung điểm BC. Tính
−−→
AM · −→BC.

(c) Tính AM.

Bài 6.45. Cho tam giác ABC đều cạnh a. Trên đường thẳng BC lấy điểm N sao cho
−→
BN = 3

−→
BC.

(a) Tính
−→
AB · −→BN.

(b) Tính
−→
AN.
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(c) Tính
−→
AC · −→AN.

Bài 6.46. Cho tam giác ABC có AB = 3, AC = 4,∠BAC = 60◦.Điểm M thỏa
−→
MB +

2
−→
MC =

−→
0 .

(a) Tính
−→
BM · −→BC.

(b) Tính BC.

(c) Chứng minh
−−→
AM =

2
3
−→
AB +

1
3
−→
AC. Tính độ dài AM.

Bài 6.47. Cho tam giác ABC vuông cân tại A, AB = a.

a)
−→
AB.
−→
AC,
−→
AB.
−→
AB

b)
−→
AB.
−→
BC,
−→
AB.

(−→
AB +

−→
AC
)

Bài 6.48. Cho hình bình hành ABCD có AB = 4, AD = 6, ∠BAD = 60o.M, N lần
lượt là trung điểm các cạnh AB và BC. Tính:

(a)
−→
CM.
−→
DN

(b) Độ dài các đoạn thẳng AC, BD.

(c) Góc giữa
−→
AC và

−→
DB

(d) Độ dài MD, AN và cos
(−−→

DM,
−→
AN

)
Bài 6.49. Cho hình vuông ABCD cạnh a.

(a) Tính
−→
AB.
−→
AD,
−→
AB.
−→
AC

(b) Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB, BC. Tính
−−→
AM.
−→
AD,
−−→
AM.
−→
AN

(c) Chứng minh
−−→
DM.
−→
AN = 0. Suy ra DM⊥AN.

Bài 6.50. Cho hình vuông ABCD cạnh a, M, N là các điểm thuộc cạnh BC, CD sao
cho MB = MC, ND = 2NC.

(a) Tính
−−→
AM.
−→
AB,
−→
AN.
−→
AD

(b) Tính
−−→
AM.
−→
AN. Suy ra góc ∠MAN.

(c) Tính
−−→
DM.
−→
BN, suy ra góc giữa hai đường thẳng DM và BN.

Bài 6.51. Cho tam giác ABC có AB = 7, AC = 5và B̂AC = 120◦.
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(a) Tính
−→
AB.
−→
AC

(b) Tính BC.

(c) Tính độ dài các trung tuyến AM, BN, CP.

Bài 6.52. Cho tam giác ABC có AB = a, AC = 2a. Gọi D trung điểm cạnh AC, M là

điểm thoả
−→
BM =

1
3
−→
BC. Chứng minh BD vuông góc AM.

Bài 6.53. Cho tam giác đều ABC cạnh a. Trên 3 cạnh AB, BC, CA lần lượt lấy 3 điểm

M, N, P sao cho
−→
BM =

1
2
−→
BA,
−→
BN =

1
3
−→
BC,
−→
AP =

5
8
−→
AC.

(a) Tính
−→
AB.
−→
AC.

(b) Tính
−→
MP,
−→
AN theo

−→
AB và

−→
AC.

(c) Chứng minh MP vuông góc AN.

Bài 6.54. Cho hình vuông ABCD cạnh a.

(a) Gọi M, N là trung điểm BC, CD. Chứng minh AM vuông góc BN.

(b) Gọi P, Q thuộc BC, CD sao cho BP =
1
4

BC, CD =
1
4

CD. Chứng minh AP
vuông góc BQ.

Bài 6.55. Cho tứ giác ABCD có hai đường chéo cắt nhau tại O. Gọi H, K lần lượt là
trực tâm của các tam giác OAB và OCD; gọi M, N lần lượt là trung điểm của AD
và BC. Chứng minh MN vuông góc HK.

Bài 6.56. Cho tam giác đều ABC. Điểm O thỏa
−→
OA + 2

−→
OB + 4

−→
OC =

−→
0 . Tính góc

∠AOC.

Bài 6.57. Cho tam giác ABC có B̂AC = 60◦, AB = 4, AC = 6.

(a) Tính
−→
AB.
−→
AC,
−→
AB.
−→
BC và độ dài BC.

(b) Lấy các điểm M, N xác định bởi 2
−−→
AM + 3

−→
MC =

−→
0 ;
−→
NB + x

−→
NC =

−→
0 , (x ̸=

−1). Tìm x để AN vuông góc BM.

Bài 6.58. Cho tam giác đều cạnh 3a. Lấy M, N, P lần lượt thuộc BC, CA, AB sao cho
BA = a, CN = 2a, AP = x(0 < x < 3a).

(a) Tính
−−→
AM theo

−→
AB,
−→
AC.
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(b) Chứng minh
−→
PN =

1
3
(
−→
AC− x

a
−→
AB).

(c) Định x để AM vuông góc NP.

Bài 6.59. Cho tam giác ABC có đường cao AH, trung tuyến AM. Chứng minh:

(a) AB2 + AC2 = 2AM2 +
1
2

BC2

(b) AB2 − AC2 = 2
−→
BC.
−−→
MH

(c)
−→
AB.
−→
AC = AM2 − BC2

4

(d)
−→
AB.
−→
AC +

−→
BC.
−→
BA +

−→
CA.
−→
CB =

1
2
(AB2 + BC2 + CA2).

Bài 6.60. Cho tam giác ABC có trực tâm H. Gọi M là trung điểm BC. Chứng minh

(a)
−→
AB.
−→
AC = MA2 −MB2

(b)
−−→
MH.

−−→
MA =

1
4

BC2

(c) MA2 + MH2 = AH2 +
1
2

BC2.

Bài 6.61. Cho tam giác ABC đều cạnh a. Tìm tập hợp các điểm M thoả mãn

(a)
−−→
AM.
−→
AB = a2

(b)
−−→
AM.
−→
BC = 3a2

Bài 6.62. Cho hình chữ nhật ABCD với AB = 3AD = 3a.

(a) Tính
−→
AB.
−→
AC;
−→
AC.
−→
BD

(b) Gọi M là một điểm tuỳ ý. Chứng minh
−−→
MA.
−→
MC =

−→
MB.
−−→
MD.

(c) Tìm tập hợp tất cả những điểm N sao cho (
−→
NA +

−→
NC)(

−→
NB−−→NA) = (

−→
ND−

−→
NC)2

Bài 6.63. Cho tam giác ABC vuông cân tại A, AB = a. Tìm tập hợp các điểm M
thoả mãn

(a) (
−−→
MA +

−→
MB)(

−→
MC−−→MB) = 0

(b) MA2 =
−→
MB.
−→
MC
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(c) 2MA2 =
−−→
MA.
−→
MB +

−−→
MA.
−→
MC

(d) MA2 −MB2 + CA2 + CB2 = 0

(e) 3MA2 − 2MB2 −MC2 = 0

(f)
−−→
MA.
−→
MB−−−→MA.

−→
MC = MC2 −MB2 + BC2.

Bài 6.64. Cho AB = a. Tìm tập hợp các điểm M thoả mãn:

(a) MA2 + MB2 = a2

(b) 2MA2 + MB2 = a2

(c) 2MA2 − 3MB2 = a2

(d) MA2 +
−−→
MA.
−→
MB = 0

Bài 6.65. (Định lý Lagrange) Gọi G là tâm tỉ cự của hệ điểm A1, A2, . . . , An ứng với
các hệ số α1, α2, . . . , αn. Khi đó với điểm M bất kì ta có:

n

∑
i=1

αi MA2
i =

(
n

∑
i=1

αi

)
MG2 +

n

∑
i=1

αiGA2
i

Bài 6.66. (Định lý Jacobi) Gọi G là tâm tỉ cự của hệ điểm A1, A2, . . . , An ứng với các
hệ số α1, α2, . . . , αn. Khi đó

n

∑
i=1

αiGA2
i =

1
α ∑

1≤i<j≤n
αiαj Ai A2

j

Trong đó α =
n

∑
i=1

αi

Bài 6.67. (Định lý lagrange - Jacobi) Gọi G là tâm tỉ cự của hệ điểm A1, A2, . . . , An

ứng với các hệ số α1, α2, . . . , αn. Khi đó với điểm M bất kì ta có:

n

∑
i=1

αi MA2
i =

(
n

∑
i=1

αi

)
MG2 +

1
α ∑

1≤i<j≤n
αiαj Ai A2

j

Bài 6.68. Cho tam giác ABC có O, G, H, I lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp,
trọng tâm, trực tâm, tâm đường tròn nội tiếp. Chứng minh

(a) OI ⩾ OG ⩾
IH
2

162



(b) OI ⩾
IG√

2

Bài 6.69. Bài toán 3 Cho tam giác ABC. Chứng minh:

(a) R2 ⩾
(p− a)(p− b)(p− c)

(p− a)(p− b) + (p− b)(p− c) + (p− c)(p− a)
[
(p− a)a2 + (p− b)b2 + (p− c)c2]

(b) 4R2 + Rr ⩾
√

a2rbrc + b2rarc + c2rarb

(c)
1

2p
⩾

√
r2 + rR

R(r + 4R)

trong đó ra, rb, rc, r lần lượt là bán kính các đường tròn bàng tiếp và nội tiếp tam
giác ABC
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§5. BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG
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½CHƯƠNG½

7
£££

PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ TRONG
MẶT PHẲNG

§1. BIỂU THỨC TỌA ĐỘ CỦA VECTƠ

A LÝ THUYẾT VÀ VÍ DỤ

Định nghĩa 7.1. Trục tọa độ (còn gọi là trục, hay trục số) là một đường thẳng trên
đó đã xác định một điểm O và một vectơ

−→
i có độ dài bằng 1. Điểm O được gọi là

gốc tọa độ, vectơ
−→
i được gọi là vectơ đơn vị.

Kí hiệu (O;
−→
i ) hoặc trục Ox.

Định nghĩa 7.2. Cho vectơ −→u nằm trên trục (O;
−→
i ), khi đó tồn tại duy nhất số a

sao cho −→u = a
−→
i . Số a được gọi là tọa độ của vectơ −→u .

Định nghĩa 7.3. Tọa độ điểm M là tọa độ của vectơ
−−→
OM. Nếu M có tọa độ m ta kí

hiệu M(m).

Tính chất 7.1. Cho điểm A(a), B(b) thì
−→
AB = (b− a).

Định nghĩa 7.4. Nếu hai điểm A, B nằm trên trục Ox thì tọa độ của
−→
AB là độ dài

đại số của đoạn AB. Kí hiệu AB.

Định nghĩa 7.5. Hệ trục tọa độ vuông góc là hệ gồm hai trục Ox, Oy vuông góc
nhau tại O. Kí hiệu Oxy hoặc (O;

−→
i ,
−→
j ).
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i

j

Ox được gọi là trục hoành, Oy được gọi là trục tung. Các định nghĩa và tính chất
sau dựa vào các kiến thức vectơ đã được học ở chương 2.

Định nghĩa 7.6. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho vectơ −→a . Khi đó tồn tại duy
nhất cặp số (x, y) thỏa −→a = x

−→
i + y

−→
j , cặp số (x; y) được gọi là tọa độ của −→a . Kí

hiệu −→a = (x; y).

Định nghĩa 7.7. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, tọa độ của vectơ
−→
OA là tọa độ của

điểm A. Kí hiệu A(xA; yA).

Tính chất 7.2. Cho hai vectơ −→a = (a1, a2),
−→
b = (b1, b2). Khi đó

• −→a =
−→
b ⇔ a1 = b2 và a2 = b2;

• −→a +
−→
b = (a1 + b1; a2 + b2);

• −→a −
−→
b = (a1 − b1; a2 − b2);

• k−→a = (ka1; ka2);

• k−→a + m
−→
b = (ka1 + mb1; ka2 + mb2).

Chứng minh. (a) Tính chất này dựa vào sự biểu diễn duy nhất của một vectơ
theo hai vectơ không cùng phương.

(b) Ta có −→a = a1
−→
i + a2

−→
j ,
−→
b = b1

−→
i + b2

−→
j , suy ra −→a +

−→
b = (a1 + b1)

−→
i +

(a2 + b2)
−→
j , suy ra −→a +

−→
b = (a1 + b1; a2 + b2).

(c) Tương tự thì −→a −
−→
b = (a1 − b1; a2 − b2).
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(d) k−→a = ka1
−→
i + ka2

−→
j nên k−→a = (ka1; ka2).

(e) Kết hợp (2) và (4) ta có k−→a + m
−→
b = (ka1 + mb1; ka2 + mb2).

Tính chất 7.3. Cho điểm A(xA, yA) và B(xB; yB). Khi đó
−→
AB = (xB − xA; yB − yA);

Chứng minh. Ta viết
−→
AB =

−→
OB−−→OA = (xB − xA; yB − yA).

Tính chất 7.4. Cho −→a = (a1; a2),
−→
b = (b1; b2).

• −→a và
−→
b cùng phương khi và chỉ khi tồn tại k sao cho a1 = kb1, a2 = kb2.

• Nếu b1, b2 ̸= 0 thì −→a ,
−→
b cùng phương khi và chỉ khi

a1

b1
=

a2

b2
.

Chứng minh. Theo định lý 2.1 ta có −→a và
−→
b cùng phương khi và chỉ khi tồn tại k

sao cho −→a = k ·
−→
b , từ đó ta có điều cần chứng minh.

Sau đây là biểu thức tọa độ của tích vô hướng, một công thức quan trọng.

Tính chất 7.5. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai vectơ −→a = (a1; a2) và
−→
b =

(b1; b2). Khi đó

(a) −→a ·
−→
b = a1b1 + a2b2;

(b) |−→a | =
√

a2
1 + a2

2;

(c) cos(−→a ,
−→
b ) =

a1b1 + a2b2√
a2

1 + a2
2

√
b2

1 + b2
2

;

(d) −→a ⊥
−→
b ⇔ a1b1 + a2b2 = 0.

Chứng minh. (a) Ta có −→a = a1
−→
i + a2

−→
j ,
−→
b = b1

−→
i + b2

−→
j , suy ra −→a ·

−→
b =

(a1
−→
i + a2

−→
j )(b1

−→
i + b2

−→
j ) = a1b1

−→
i 2 + a2b2

−→
j 2 + (a1b2 + a2b1)

−→
i · −→j =

a1b1 + a2b2.

(b) Theo trên ta có −→a 2 = a2
1 + a2

2, suy ra |−→a | =
√

a2
1 + a2

2.

(c) Tự chứng minh

Tính chất 7.6. Nếu điểm A(xA, yA) và B(xB; yB) thì

AB =
√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2
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B BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI

Bài 7.1. Trong mặt phẳng Oxy cho −→a = (1;−2),
−→
b = (2;−4),−→c = (−1; 3).

a) Chứng minh −→a ,
−→
b cùng phương; −→a ,−→c không cùng phương.

b) Tính tọa độ của các vectơ −→u = 2−→a − 3−→c và −→v = −→a −
−→
b + 2−→c .

c) Cho
−→
d = (2;−2). Giả sử

−→
d = x−→a + y−→c . Tìm x, y.

Bài 7.2. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho 3 điểm A(0; 1), B(−2; 3) và C(2; 5).

(a) Tìm tọa độ của các vectơ
−→
AB,
−→
BC,
−→
AC.

(b) Chứng minh 3 điểm A, B, C không thẳng hàng.

(c) tọa độ trung điểm M của đoạn thẳng BC.

(d) Tìm tọa độ điểm D sao cho ABCD là hình bình hành.

(e) Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC.

Bài 7.3. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho −→a = (−1; 2),
−→
b = (2; 4).

(a) Tính |−→a |, |
−→
b |.

(b) Tính −→a .
−→
b và tính cos góc giữa hai vectơ −→a và

−→
b .

(c) Cho −→c = 4−→a −
−→
b và

−→
d = m

−→
i + (m− 1)

−→
j . Tìm m để −→c ⊥

−→
d .

Bài 7.4. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho các điểm A(0; 4), B(−1;−1) và C(5;−1).

(a) Tính độ dài các đoạn thẳng AB, AC.

(b) Tính
−→
AB · −→AC và tính cos(

−→
AB,
−→
AC).

(c) Tìm tọa độ điểm H là trực tâm của tam giác ABC.

Bài 7.5. Cho tam giác ABC có A (−1; 3) , B (3;−1) , C (5; 5).

(a) Chứng minh tam giác ABC cân.

(b) Tìm tọa độ chân đường cao hạ từ C lên AB của tam giác ABC. Tính diện tích
tam giác ABC.

(c) Tìm tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.
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Bài 7.6. Cho điểm A(2; 4) và B(8; 2).

(a) Tìm tọa độ điểm C ∈ Ox sao cho tam giác ABC vuông tại C.

(b) Tìm tọa độ điểm M thuộc Oy sao cho
−−→
MA.
−→
MB = 16

(c) Tìm điểm M thuộc trục tung sao cho
∣∣∣−−→MA +

−→
MB

∣∣∣ là nhỏ nhất.

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 7.7. Cho 3 điểm A(3; 2), B(−1; 2), C(4;−1).

(a) Chứng minh A, B, C không thẳng hàng. Tìm tọa độ trọng tâm tam giác ABC.

(b) Tìm tọa độ điểm D sao cho ABDC là hình bình hành.

(c) Tìm tọa độ điểm K sao cho 3.
−→
KA + 2

−→
KB−−→KD =

−→
AD.

Bài 7.8. Trong mặt phẳng tọa độ cho các vectơ sau:−→a (1;−2) ,
−→
b (2; 3) ,−→c (−2; 1).

(a) Tìm tọa độ của các vectơ −→u = −→a − 2
−→
b + 3−→c , −→v = −2−→a + 3

−→
b −−→c .

(b) Chứng minh hai vectơ −→a ,
−→
b không cùng phương và biểu diễn vectơ −→c theo

hai vectơ −→a ,
−→
b

Bài 7.9. Cho tam giác ABC có A(1; 0), B(−4; 2), C(3;−7).

(a) Tìm tọa độ trọng tâm tam giác ABC.

(b) Tìm tọa độ điểm M thỏa
−−→
MA +

−→
MB− 3

−→
MC =

−→
0

Bài 7.10. Cho tam giác ABC có A(0; 1), B(−2; 2), C(1; 5).

(a) Tìm tọa độ M thuộc trục hoành sao cho
−−→
MA · −→MB = 10.

(b) Tìm tọa độ điểm N thuộc đường thẳng x = 2 sao cho |−→NA +
−→
NB + 2

−→
NC| nhỏ

nhất.

Bài 7.11. (HK1-LHP 2015) Trong mặt phẳng Oxy, cho tam giác ABC Với A(−4; 1), B(0; 8), C(12;−1).
Tìm tọa độ trực tâm H và chân đường phân giác trong D của góc A của tam giác
ABC.

Bài 7.12. (HK1-TDN 2105)

(a) Trong mặt phẳng Oxy, cho tam giác ABC với A(−2;−4), B(3;−4), C(−2; 6).
Tìm tọa độ tâm đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác ABC.
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(b) Cho tam giác ABC có diện tích bằng S. Chứng minh rằng

cot A + cot B + cot C =
a2 + b2 + c2

4S

Bài 7.13. (HK1 - LHP 2017)

(a) Trong mặt phẳng Oxy cho tam giác ABC với A(1; 2), B(3; 5), C(4; 7). Tìm tọa
độ trực tâm H của tam giác ABC.

(b) Cho tam giác ABC có AB = 7, AC = 8, BC = 13. Tính A
−→
AB · ←→AC.

(c) Cho tam giác ABC có AB = 2, AC = 3 và ∠BAC = 120◦.Tính độ dài cạnh
BC, diện tích tam giác ABC, bán kính đường tròn ngoại tiếp và độ dài đường
phân giác trong AD của tam giác ABC.

Bài 7.14. (HK1-THTH 2018) Trong mặt phẳng Oxy, cho tam giác ABC với A (1;−1),

B (−1; 3), C (6; 4), I
(

7
2

;
3
2

)
.

(a) Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giácABC.

(b) Tính cos B̂CA.

(c) Tìm tọa độ trực tâm H của tam giác ABI.

Bài 7.15. (HK1 - TĐN 2018) Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có
A(−1; 1); B(3; 1), C(2; 4).

(a) Tìm tọa độ chân đường cao AH của tam giác ABC.

(b) Tìm điểm N trên trục Oy sao cho tam giác NBC là tam giác cân tại N.
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§2. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG

A LÝ THUYẾT

Định nghĩa 7.8. Vectơ −→n ̸= −→0 có giá vuông góc với đường thẳng ∆ gọi là vectơ
pháp tuyến của đường thẳng ∆.

Tính chất 7.7. Ta có các tính chất sau:

(a) Các vectơ pháp tuyến của cùng một đường thẳng thì cùng phương.

(b) Hai đường thẳng song song thì vectơ phát tuyến cùng phương.

(c) Hai đường thẳng vuông góc thì vectơ pháp tuyến vuông góc.

Định lí 7.1. Trong mặt phẳng tọa độ cho điểm I(x◦; y◦), vectơ −→n . Đường thẳng
qua I nhận −→n = (a; b) là vectơ pháp tuyến có phương trình:

a(x− x◦) + b(y− y◦) = 0

Định lí 7.2. Trong mặt phằng tọa, mọi đường thẳng đều có phương trình tổng quát
dạng

ax + by + c = 0

với a2 + b2 ̸= 0.

Trong đó −→n = (a; b) là vectơ pháp tuyến của đường thẳng.

Định lí 7.3. (Phương trình đoạn chắn) Phương trình đường thẳng qua điểm A(a; 0)
và B(0; b) (a, b ̸= 0) là

x
a
+

y
b
= 1

Định nghĩa 7.9. Xét đường thẳng ∆ : y = kx + m cắt Ox tại M. Tia Mt phía trên
trục hoành. Gọi α là góc tạo bởi tia Mt và tia Ox. Khi đó tan α được gọi là hệ số góc
của ∆ và k = tan α.

Tính chất 7.8. Cho hai đường thẳng ∆1 : a1x + b1y + c1 = 0; ∆ : a2x + b2y + c2 = 0.
Khi đó
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• ∆1, ∆2 cắt nhau⇔ a1

a2
=

b1

b2
; Khi đó tọa độ giao điểm là nghiệm của hệ phương

trình 
a1x + b1y + c1 = 0

a2x + b2y + c2 = 0

• ∆1||∆2 ⇔
a1

a2
=

b1

b2
̸= c1

c2

• ∆1 ≡ ∆2 ⇔
a1

a2
=

b1

b2
=

c1

c2

Định nghĩa 7.10. Vectơ −→u ̸= −→0 có giá song song hoặc trùng với ∆ gọi là vectơ chỉ
phương của đường thẳng ∆.

Tính chất 7.9. Vectơ chỉ phương có các tính chất sau:

• Các vectơ chỉ phương của một đường thẳng thì cùng phương với nhau và
vuông góc với vectơ pháp tuyến.

• Hai đường thẳng song song thì vectơ chỉ phương của đường này là vectơ chỉ
phương của đường thẳng kia.

• Hai đường thẳng vuông góc thì vectơ chỉ phương của đường thẳng này là
vectơ pháp tuyến của đường thẳng kia.

Định lí 7.4. Trong mặt phẳng tọa độ cho điểm I(x◦; y◦), vectơ −→u . Đường thẳng
qua I nhận −→u = (a; b) là vectơ chỉ phương có phương trình tham số:

x = x◦ + at

y = y◦ + bt

Tính chất 7.10. Phương trình chính tắc của đường thẳng đi qua hai điểm A(xA, yA), B(xB, yB)

có dạng
x− xA

xB − xA
=

y− yA

yB − ya
.

(Trong trường hợp trên ta cần có xB ̸= xA, yB ̸= yA).
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B BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI

Bài 7.16. Cho tam giác ABC có A(−1; 1), B(2,−1), C(0, 4).

(a) Viết phương trình đường cao AH.

(b) Viết phương trình đường trung trực của BC.

(c) Viết phương trình đường thẳng AB.

Ví dụ 7.1. Cho đường thẳng a : 2x− 3y + 1 = 0 và điểm A(1; 2).

(a) Viết phương trình đường thẳng qua A song song với a.

(b) Viết phương trình đường thẳng b qua A vuông góc với a. Tìm tọa độ giao
điểm của a và b.

Ví dụ 7.2. Cho tam giác ABC có 3 đỉnh là A(1; 2), B(−1; 4), C(−2; 0).

(a) Viết phương trình tham số của đường thẳng AB.

(b) Viết phương trình tham số của đường thẳng qua A song song với BC.

(c) Tìm điểm D thuộc B sao cho AD vuông góc với BC.

Ví dụ 7.3. Cho tam giác ABC có A(0; 3). Xác định tọa độ B, C biết:

(a) Phương trình hai đường trung tuyến từ B, C là 4x− 9y− 1 = 0 và x+ 3y− 2 =

0.

(b) Có hai đường cao từ B và C là x− y + 1 = 0 và 2x + y− 3 = 0.

Ví dụ 7.4. Cho tam giác ABC có A(−1; 2), đường cao CD : x + 2y + 2 = 0 và trung
tuyến BM : x− 3y− 3 = 0.

(a) Viết phương trình đường thẳng AB. Tìm tọa độ điểm B.

(b) Tìm tọa độ điểm C.

Ví dụ 7.5. Cho tam giác ABC vuông tại A không phải vuông cân, trên cạnh AB và
AC lấy M, N sao cho BM = CN. Chứng minh rằng đường trung trục của MN luôn
đi qua một điểm cố định.

Ví dụ 7.6. Cho góc Oxy vuông tại O. M là điểm bên trong góc sao cho khoảng cách
từ M đến Ox, Oy lần lượt là 3 và 4. Tìm điểm A trên Ox, B trên Oy sao cho AB qua
M và OA + OB là nhỏ nhất.
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C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 7.17. Cho tam giác ABC có phương trình 3 cạnh lần lượt là (AB) : x + 4y− 7 =

0, (AC) : x + y− 3 = 0, (BC) : 3x + 8y + 1 = 0.

(a) Tìm tọa độ các đỉnh của tam giác.

(b) Tìm tọa độ điểm đối xứng của A qua BC.

Bài 7.18. Cho đường thẳng d1 : 2x + 3y− 5 = 0 và điểm A(4; 5). Tìm tọa độ điểm
B ∈ d1 sao cho AB = 5.

Bài 7.19. Cho đường thẳng (d) : 3x− 2y + 3 = 0 và điểm A(2, 3).

(a) Viết phương trình tổng quát của đường thẳng qua A song song với d.

(b) Viết phương trình tổng quát của đường thẳng qua A vuông góc với d.

Bài 7.20. Cho tam giác ABC có A(1; 2), B(−3; 4) và C(2; 0).

(a) Viết phương trình đường trung tuyến AM.

(b) Viết phương trình đường cao BK.

(c) Viết phương trình đường trung trực của AB.

Bài 7.21. Cho tam giác ABC có A(0; 1), B(−2; 3) và C(2; 0).

(a) Viết phương trình đường cao AD, BE và tìm tọa độ trực tâm H của tam giác
ABC.

(b) Viết phương trình trung trực của cạnh AB, AC và tìm tọa độ tâm I của đường
tròn ngoại tiếp của tam giác ABC.

(c) Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC và chứng minh H, I, G thẳng hàng.

Bài 7.22. Cho đường thẳng d : x + 2y− 3 = 0 và điểm A(0, 1).

(a) Viết phương trình tham số của d.

(b) Tìm điểm M thuộc d sao cho AM = 1.

Bài 7.23. Cho hai điểm A(1; 3) và B(3; 7).

(a) Viết phương trình tham số của đường thẳng d là trung trực đoạn thẳng AB.
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(b) Tìm trên d điểm M sao cho tam giác AMB vuông cân.

Bài 7.24. Cho đường thẳng d :


x = −2 + t

y = 1 +−3t

và điểm M(−2, 1). Tìm điểm M

trên d sao cho OM nhỏ nhất trong đó là O là gốc tọa độ.

Bài 7.25. Cho tam giác ABC có A(−2; 4), B(0, 2), C(8, 6).

(a) Viết phương trình tham số các đường trung tuyến BM và CN.

(b) Cho điểm K(t; 2t− 1). Tìm t sao cho trung điểm của BK thuộc đường thẳng
CN.

Bài 7.26. Cho điểm A(1; 2) và đường thẳng d : 3x − 4y− 1 = 0. Tìm tọa độ điểm
A′ đối xứng của A qua d.

Bài 7.27. Cho điểm A(1; 1), B(7; 1) và đường thẳng d : x− 4y− 6 = 0. Tìm tọa độ
điểm M thuộc d sao cho:

(a) |MA−MB| lớn nhất.

(b) MA + MB nhỏ nhất.

Bài 7.28. (Môn Toán Khối B 2013): Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho hình
thang cân ABCD có hai đường chéo vuông góc với nhau và AD = 3BC. Đường
thẳng BD có phương trình x + 2y− 6 = 0 và tam giác ABD có trực tâm là H(−3; 2).
Tìm tọa độ các đỉnh C và D.

Bài 7.29. Trong mặt phẳng toạ độ cho hai đường thẳng d1 : x − y = 0, d2 : 2x +

y − 1 = 0. Tìm toạ độ các đỉnh hình vuông ABCD biết đỉnh A ∈ d1, C ∈ d2 và
B, D ∈ Ox.

Bài 7.30. Trong mặt phẳng Oxy, cho tam giác ABC gọi E, F lần lượt là chân đường

cao hạ từ đỉnh B và C của tam giác ABC. Tìm tọa độ đỉnh A biết rằng E(7; 1), F
(

11
5

;
13
5

)
,

phương trình đường thẳng BC : x + 3y− 4 = 0 và điểm B có tung độ dương.

175



§3. GÓC VÀ KHOẢNG CÁCH

A LÝ THUYẾT

Định nghĩa 7.11. Cho hai đường thẳng a, b cắt nhau tạo thành 4 góc, khi đó góc
nhỏ nhất trong 4 góc được gọi là góc của hai đường thẳng a và b.
Nếu hai đường thẳng song song hoặc trùng nhau thì ta quy ước góc giữa chúng
bằng 0◦. Kí hiệu (̂a, b hoặc (a, b). Ta có 0◦ ≤ (a, b) ≤ 90◦.

Tính chất 7.11. Nếu −→u ,−→v lần lượt là vectơ chỉ phương (hoặc vectơ pháp tuyến)
của hai đường thẳng a, b. Đặt α = (−→u ,−→v ). Khi đó

• (a, b) = α nếu 0 ≤ α ≤ 90◦.

• (a, b) = 180◦ − α nếu 90◦ < α ≤ 180◦.

• cos(a, b) = | cos α|

Định lí 7.5. Cho đường thẳng △ : ax + by + c = 0 và điểm A(x◦; y◦). Khi đó
khoảng cách từ A đến△ là:

d =
|ax◦ + by◦ + c|√

a2 + b2

Tính chất 7.12. (Phương trình đường phân giác). Cho hai đường thẳng cắt nhau

d1 : a1x + b1y + c1, d2 : a2x + b2y + c2 = 0

Khi đó phương trình hai đường phân giác của các góc tạo bởi d1 và d2 là:

|a1x + b1y + c1√
a2

1 + b2
1

= ±|a2x + b2y + c2√
a2

2 + b2
2

Tính chất 7.13. Cho đường thẳng ∆ : ax+ by+ c = 0 và hai điểm M(xM; yM), N(xN ; yN).
Khi đó

• M, N nằm cùng phía đối với ∆ khi và chỉ khi (axM + byM + c)(axN + byN +

c) > 0

• M, N nằm khác phía đối với ∆ khi và chỉ khi (axM + byM + c)(axN + byN +

c) < 0
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B BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI

Ví dụ 7.7. Cho đường thẳng d : 3x + 4y− 1 = 0 và điểm A(−1; 2) và B(0;−2).

(a) Tính khoảng cách từ A và B đến d.

(b) Viết phương trình đường thẳng AB và tính khoảng cách từ O(0; 0) đến AB.

Ví dụ 7.8. Cho hai đường thẳng a : 2x− y = 1 và b : 2x− y− 4 = 0. Chứng minh
a ∥ b và tính khoảng cách giữa hai đường thẳng a và b.

Ví dụ 7.9. Cho đường thẳng a : 5x + 12y− 13 = 0. Viết phương trình đường thẳng
song song với a và cách a một khoảng cách bằng 13.

Ví dụ 7.10. Cho hai đường thẳng a : 3x + 4y− 7 = 0, 5x + 12y− 17 = 0. Chứng
minh a và b cắt nhau và viết phương trình phân giác tạo bởi hai đường thẳng a và
b.

Ví dụ 7.11. Cho hai đường thẳng a : x + y− 1 = 0, b : 3x + 4y− 2 = 0.

(a) Tính góc tạo bởi a và b với trục hoành.

(b) Tính cos góc giữa hai đường thẳng a và b.

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 7.31. Cho hai đường thẳng d1 : 2x + 3y− 1 và d2 : −3x + y = 0 và điểm A(1; 2).

(a) Tính khoảng cách từ gốc tọa độ O đến d1 và d2.

(b) Tính góc giữa hai đường thẳng d1, d2.

Bài 7.32. Cho tam giác ABC có A(−1; 1), B(0, 3), C(2;−1).

(a) Viết phương trình đường thẳng BC.

(b) Tính độ dài đường cao hạ từ A và diện tích tam giác ABC.

Bài 7.33. Cho đường thẳng d1 : 3x + 4y− 5 = 0.

(a) Tìm điểm A thuộc Ox sao cho khoảng cách từ A đến d1 bằng 2.

(b) Tìm điểm B thuộc Oy sao cho khoảng cách từ B đến d1 bằng 3.

(c) Viết phương trình đường thẳng song song với d1 và cách d1 một khoảng bằng
1.
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Bài 7.34. Cho đường thẳng d : x− y− 1 = 0.

(a) Viết phương trình đường thẳng qua O và tạo với d một góc 45◦.

(b) Cho hai điểm A(1; 0) và B(−2; 1). Xét vị trí tương đối của A và B đối với d.

Bài 7.35. Cho điểm A(−1; 2) và B(4; 1). Viết phương trình đường thẳng d qua A
sao cho khoảng cách từ B đến d bằng

√
13.

Bài 7.36. Cho mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có diện tích bằng 48,
đỉnh D(−3; 2). Đường phân giác của giác B̂AD có phương trình ∆ : x + y− 7 = 0.
Tìm tọa độ đỉnh B biết đỉnh A có hoành độ dương.
Đáp số: A(5; 2), B(5; 8).

Bài 7.37. Trong mặt phẳng Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có AB = 2AD đường
AB : x − y + 1 = 0. Gọi N là điểm trên cạnh CD sao cho NC = 3ND điểm

M
(

1
2

;
1
2

)
là trung điểm cạnh BC, khoảng cách từ điểm B đến đường thẳng AN

bằng 4. Tìm tọa độ A, biết xA > 0.

Đáp số: A

(√
166
4

;

√
166
4

+ 1

)
Bài 7.38. Trong mặt phẳng Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có A(0; 2). Gọi H là hình
chiếu vuông góc của B lên AC. Trên tia đối của BH, lấy điểm E sao cho BE = AC.
Biết phương trình đường thẳng DE : x − y = 0. Tìm B, C, D, biết SABCD = 6 và
yB > 0.
Đáp số: B(0; 5), C(2; 5), D(2; 2) hoặc B(3; 2), C(0; 3), D(2; 2).

Bài 7.39. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thang cân ABCD có hai đáy
AB, CD. Biết hai đường chéo AC, BD vuông góc với nhau. Biết A(0; 3), B(3; 4) và
C nằm trên trục hoành. Xác định tọa độ đỉnh D của hình thang ABCD. Đáp số:
D(0;−2).
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§4. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN

A LÝ THUYẾT VÀ VÍ DỤ

Định lí 7.6. Đường tròn tâm I(a, b) có bán kính R có phương trình

(x− a)2 + (y− b)2 = R2

Định lí 7.7. Phương trình dạng x2 + y2 + 2ax + 2by + c = 0 là phương trình của
một đường tròn khi và chỉ khi a2 + b2 > c. Khi đó tâm I(−a;−b) và bán kính
R =

√
a2 + b2 − c

Ví dụ 7.12. Cho điểm I(1; 2) và A(−1; 4).

(a) Viết phương trình đường tròn tâm I bán kính R = 3.

(b) Viết phương trình đường tròn tâm I bán kính IA.

(c) Xét vị trí tương đối của B(3; 1) với đường tròn tâm I bán kính IA.

Ví dụ 7.13. Cho phương trình x2 − 2(m− 1)x + y2 − 4my + 5m2 = 0. (*)

(a) Khi m = 0, (*) có phải là phương trình đường tròn không?Tìm tọa độ tâm và
tính bán kính.

(b) Tìm tất cả m để (*) là phương trình của một đường tròn.
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(c) Khi (*) là phương trình đường tròn, chứng minh tâm I luôn thuộc một đường
thẳng cố định.

B PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN

Định lí 7.8. Cho đường tròn tâm I(a, b) bán kính R. Khi đó phương trình tiếp tuyến
tại điểm A(x◦, y◦) là:

a(x◦ − a) + b(y◦ − b) = 0

Ví dụ 7.14. Cho đường tròn (C) : x2 + y2 − 2x + 4y = 0.

(a) Tìm tọa độ tâm và tính bán kính của (C).

(b) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại A(2; 0).

Nhận xét: Tiếp tuyến của đường tròn tâm I bán kính R là đường thẳng cách I một
khoảng cách bằng R. Ta sử dụng tính chất này để viết phương trình tiếp tuyến
trong một số trường hợp khác.
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Ví dụ 7.15. Cho đường tròn (C) : (x− 1)2 + (y− 3)2 = 25

(a) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) biết tiếp tuyến song song với đường
thẳng 4x + 3y = 0.

(b) Viết phương trình tiếp tuyến (C) biết tiếp tuyến vuông góc với 3x + 4y + 1 =

0.

Ví dụ 7.16. Cho hai đường tròn (C1) : (x − 4)2 + (y− 6)2 = 25, (C2) : (x − 5)2 +

(y + 1) = 5 và điểm A(4,1).

(a) Chứng tỏ A là điểm chung của hai đường tròn.

(b) Viết phương trình đường thẳng đi qua A và cắt hai đường tròn theo hai dây
cung có độ dài bằng nhau.

Ví dụ 7.17. Cho hai đường tròn (C) : (x + 2)2 + (y + 1)2 = 4, (C′) : (x− 5)2 + (y−
1)2 = 16.

(a) Chứng minh 2 đường tròn ngoài nhau.

(b) Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn.

Ví dụ 7.18. Cho đường tròn x2 + y2 − 2x + 4y− 4 = 0 và điểm M(1,-1).

(a) Viết phương trình đường thẳng d đi qua M và cắt đường tròn tại hai điểm A,
B sao cho M là trung điểm AB.
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(b) Viết phương trình đường thẳng d đi qua M và cắt đường tròn tại hai điểm A,
B sao cho diện tích tam giác IAB lớn nhất với I là tâm đường tròn.

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 7.40. Trong mặt phẳng Oxy cho A(3; 4), B(2;−1).Viết phương trình đường tròn
trong các trường hợp sau:

(a) Tâm A bán kính R = 4.

(b) Tâm B bán kính R = 5.

(c) Tâm O(0; 0) bán kính OA.

(d) Đường tròn đường kính AB.

Bài 7.41. Cho tam giác ABC có A(−1; 0), B(2; 2), C(2;−6). Viết phương trình đường
tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

Bài 7.42. Cho đường thẳng d : 4x− 3y− 1 = 0 và điểm A(2; 1).

(a) Viết phương trình đường tròn tâm A và tiếp xúc với d.

(b) Cho d cắt Ox tại B. Viết phương trình đường tròn tâm B tiếp xúc với Oy.

Bài 7.43. Cho đường tròn (C) : x2 + y2 − 4x + 2y = 0.

(a) Tìm tọa độ tâm và tính bán kính đường tròn.

(b) Chứng minh A(4;−2) thuộc (C) và viết phương trình tiếp tuyến tại A của
(C).

Bài 7.44. Cho đường tròn (C) : (x− 1)2 + (y + 3)2 = 5. Viết phương trình tiếp của
(C) biết tiếp tuyến.

(a) Song song với đường thẳng 2x + y− 1 = 0.

(b) Vuông góc với đường thẳng 4x− y + 1 = 0.

Bài 7.45. Cho đường tròn (C) : (x − 5
2
)2 + (y + 2)2 =

49
4

và đường thẳng d :
2x + y + 2 = 0.

(a) Tìm tọa độ giao điểm A, B của d và (C).
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(b) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại A và B. Tìm tọa độ giao điểm của hai
tiếp tuyến.

Bài 7.46. Lập phương trình đường tròn trong các trường hợp sau:

(a) Tâm I(-1,2) và tiếp xúc với đường thẳng d : x− 2y− 2 = 0.

(b) Tâm thuộc đường thẳng x + y− 3 = 0, bán kính bằng 1 và tiếp xúc Ox.

(c) Đi qua hai điểm A(0, 1), B(2,−3) và bán kính R = 5.

(d) Đi qua hai điểm A(1, 2), B(3, 4) và tiếp xúc với đường thẳng d : 3x+ y− 3 = 0.

(e) Đi qua gốc toạ độ, có bán kính R =
√

5 và có tâm nằm trên đường thẳng
x + y− 1 = 0.

(f) Có bán kính R =
√

5, đi qua gốc toạ độ và tiếp xúc đường thẳng 2x− y + 5 =

0

(g) Tiếp xúc với d1 : x− 3y− 2 = 0, d2 : x− 3y + 18 = 0 và đi qua điểm A(4,−2).

(h) Tiếp xúc với d1 : 2x + y− 1 = 0, d2 : 2x − y + 2 = 0 và có tâm thuộc đường
thẳng d3 : x− y− 1 = 0.

(i) Tiếp xúc với d : x− y− 2 = 0 tại M(1,−1) và có bán kính bằng 3.

(j) Ngoại tiếp tam giác ABC biết A(−2, 4), B(6,−2), C(5, 5).

Bài 7.47. Cho đường tròn (C) : (x− 1)2 + (y+ 2)2 = 9 và đường thẳng d : x− 4y+
1 = 0. Tìm điểm P nằm trên đường thẳng d sao cho có thể vẽ được hai tiếp tuyến
PA, PB đến đường tròn mà:

(a) Tam giác PAB đều.

(b) Tam giác PAB vuông tại P.

Bài 7.48. Cho đường tròn (x− 1)2 +(y+ 2)2 = 9 và đường thẳng d : 3x− 4y+m =

0. Tìm m để trên d có duy nhất một điểm P mà từ đó kẻ được hai tiếp tuyến PA, PB
đến đường tròn sao cho tam giác PAB đều.

Bài 7.49. Cho đường tròn (C) : x2 + y2− 2x− 6y+ 6 = 0 và điểm M(3,1). Gọi T1, T2

lần lượt là các tiếp điểm của tiếp tuyến kẻ từ M đến (C). Viết phương trình đường
thăng T1T2.
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Bài 7.50. Cho đường tròn (C) có phương trình (x− 5)2 + (y− 4)2 = 25 và P(m, 0)
là một điểm thay đổi trên trục hoành.

(a) Tìm m để từ P kẻ được hai tiếp tuyến đến đường tròn.

(b) Với điều kiện của câu a, giả sử hai tiếp tuyến là PA, PB. Chứng minh AB luôn
đi qua một điểm cố định khi P di chuyển trên trục hoành, tìm toạ độ điểm cố
định đó.

Bài 7.51. Cho đường tròn có phương trình (x− 2)2 +(y− 1)2 = 25 và đường thẳng
d : y = k(x + 4) + 3.

(a) Chứng minh d luôn đi qua một điểm cố đinh.

(b) Tìm k để d cắt (C) tại hai điểm phân biệt.

(c) Khi đường thẳng d cắt đường tròn tại A, B. Chứng minh trung điểm I của AB
luôn thuộc một đường thẳng cố định, viết phương trình đường thẳng đó.

Bài 7.52. Cho đương tròn (C) : x2 + y2 − 4x− 2y = 0 và đường thẳng d : x + y +

2 = 0. Gọi I là tâm của (C), M là điểm thuộc d. Qua M kẻ hai tiếp tuyến MA, MB
đến (C). Tìm toạ độ điểm M biết tứ giác MAIB có diện tích bằng 10.

Bài 7.53. Cho đường tròn (C) : x2 + y2 + 4x + 4y + 6 = 0 và đường thẳng d :
x + my− 2m + 3 = 0. Gọi I là tâm đường tròn. Tìm m để d cắt (C) tại hai điểm A, B
sao cho diện tích tam giác IAB lớn nhất.

Bài 7.54. Tìm toạ độ điểm M thuộc đường tròn x2 + y2 − 2x− 8y + 12 = 0 sao cho
khoảng cách MA đạt giá trị lớn nhất, nhỏ nhất. Biết:

(a) A(-5,1)

(b) A(-1,5)

Bài 7.55. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, hãy viết phương trình đường thẳng d đi
qua điểm M(2; 2) và cắt đường tròn (C) : (x + 1)2 + (y − 1)2 = 16 tại hai điểm
phân biệt A, B sao cho MA = 3MB.

Bài 7.56. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, hãy viết phương trình đường thẳng d đi
qua điểm M(1;−3) và cắt đường tròn (C) : x2 + y2− 4x + 2y− 15 = 0 với tâm I tại
A, B sao cho S∆IAB = 8 và cạnh AB là cạnh dài nhất của tam giác IAB?
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Bài 7.57. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C) : x2 + y2 + 4x + 4y +

6 = 0 với tâm là I và đường thẳng d : x + my − 2m + 3 = 0/. Tìm m để đường
thẳng d cắt (C) tại hai điểm phân biệt A, B sao cho S∆IAB đạt giá trị lớn nhất?

Bài 7.58. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho đường tròn (C) : x2 + y2 − 2mx + 2y +

10 = 0 có tâm I. Tìm m để đường thẳng d : x + y + 1 = 0 cắt (C) tại A, B sao cho
∆IAB đều?
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§5. CÁC ĐƯỜNG CONIC

A ĐƯỜNG ELIP

Định nghĩa 7.12. Cho hai điểm cố định F1, F2 với F1F2 = 2c (c > 0) và số 2a (a > c).
Ellipse (E) là tập hợp các điểm M sao cho MF1 + MF2 = 2a

(E) = {M : MF1 + MF2 = 2a}

• F1, F2 gọi là các tiêu điểm, khoảng cách F1F2 = 2c gọi là tiêu cự của (E).

• Trung điểm I của F1F2 là tâm của elip;

• Với điểm M thuộc elop thì các khoảng cách MF1, MF2 được gọi là các bán
kính qua tiêu của điểm M.

Định lí 7.9 (Phương trình chính tắc).
Nếu chọn hệ trục có Oxy sao cho F1(−c, 0), F2(c, 0) thì (E) có phương trình chính
tắc

x2

a2 +
y2

b2 = 1

với b =
√

a2 − c2.

Chứng minh.
Ta có

Điểm M(x, y) ∈ (E)

⇔ F1M + F2M = 2a(1)

Ta có :

F1M2 = (x + c)2 + y2(2)

F2M2 = (x− c)2 + y2(3)

Từ đó:

F1M2 − F2M2 = 4cx

F1M− F2M =
MF2

1 −MF2
2

MF1 + MF2
=

4cx
2a

=
2cx

a
(4)

Từ (1) và (4) ta được:

F1M = a +
cx
a
(5)

F1 F2

M

O
F

G
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Thay (5) vào (2) ta được:(
a +

cx
a

)2
= (x + c)2 + y2 ⇔ x2 (a2 − c2)+ a2y2 = a2 (a2 − c2)

Đặt b2 = a2 − c2, khi đó (6) được viết lại dưới dạng:

x2

a2 +
y2

b2 = 1

Phương trình trên được gọi là phương trình chính tắc của Elíp (E).

Tính chất 7.14. Nếu elip có phương trình chính tắc
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) thì

• Tính đối xứng: (E) có trục đối xứng là Ox, Oy, tâm đối xứng là gốc tọa độ.

• Trục lớn A1 A2 = 2a nằm trên Ox, trục bé B1B2 = 2b nằm trên Oy.

• Các đỉnh A1(−a, 0), A2(a, 0), B1(−b, 0), B2(b, 0).

• Hai tiêu điểm F1(−c, 0), F2(c, 0).

• Phương trình các cạnh hình chữ nhật cơ sở: x = ±a, y = ±b.

• Tâm sai e =
c
a

, 0 < e < 1. Vì
b
a

=
√

1− e2 nên e càng gần 0 ellipse càng

“tròn”, e càng gần 1 ellipse càng “dẹp”.

• Bán kính qua tiêu của điểm M(x0, y0) trên (E)

MF1 = a + ex0 ; MF2 = a− ex0

Ví dụ 7.19. Tìm phương trình chính tắc elip biết rằng hai điêu điểm là
(√

3, 0
)

and(
−
√

3, 0
)

và đi qua điểm A(0, 3).

Ví dụ 7.20. Cho elip có phương trình (E) :
x2

6
+

y2

3
= 1.

(a) Tìm tọa độ hai tiêu điểm F1, F2 của elip.

(b) Tìm điểm M thuộc elip sao cho MF1 = 2MF2.

(c) Tìm điểm M thuộc elip sao cho ∠F1MF2 = 90o.
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Ví dụ 7.21. Cho Elíp (E) có phương trình (E):
x2

a2 +
y2

b2 = 1, với 0 < b < a Hai

tiêu điểm F1, F2. Đường thẳng di động (d) luôn đi qua F2 cắt (E) tại P, Q. Đặt
(Ox, F2P) = α, 0 ≤ α ≤ 2π

(a) Tính độ dài F2P, F2Q theo a, b, α.

(b) CMR
1

F2P
+

1
F2Q

không đổi.

(c) Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của đoạn PQ.

B ĐƯỜNG PARABOL

Định nghĩa 7.13. Cho một điểm F và một đường thẳng ∆ cố định không đi qua F.
Parabol (P) là tập hợp các điểm M cách đều F và ∆. F gọi là tiêu điểm và ∆ gọi là
đường chuẩn của parabol (P).

Định lí 7.10. Trong mặt phẳng Oxy, Parabol (P) có tiêu điểm F
(p

2
, 0
)

và đường

chuẩn (d): x = − p
2

có phương trình:

(P): y2 = 2px.

Chứng minh. Ta có:

M(x, y) ∈ (P)⇔ MF = d(M, (d))

⇔
√(

x− p
2

)2
+ y2 =

∣∣∣x +
p
2

∣∣∣
⇔
(

x− p
2

)2
+ y2 =

(
x +

p
2

)2

⇔ y2 = 2px.

Vây phương trình Parabol (P) có dạng; (P) : y2 = 2px.

Tính chất 7.15. • O gọi là đỉnh của parabol (P).

• Ox gọi là trục đối xứng của parabol (P).

• p gọi là tham số tiêu của parabol (P).

• Nếu M(x; y) ∈ (P) thì x ≥ 0 và M′(x;−y) ∈ (P).

Tính chất 7.16. Cho parabol (P) có phương trình y2 = 2px. Phương trình tiếp tuyến
d của (P) tại điểm M0 (x0; y0) thuộc (P) là

y0y = p (x0 + x)
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Chứng minh. Nếu tiếp tuyến d có vectơ chỉ phương u⃗ = (a; b) thì phương trình

b2t2 + 2 (by0 − pa) t + y2
0 − 2px0 = 0

phải có nghiệm kép.

Vì điểm M0 nằm trên (P) nện y0
2 − 2px0 = 0, do đó phương trình trên trở thành

b2t2 + 2 (by0 − pa) t = 0

Để phương trình này có nghiệm kép, điều kiện cần và đủ là b ̸= 0 và by0 − pa = 0.

Vậy ta có thể lấy a = y0, b = p và u⃗ = (y0; p). Khi đó d có vectơ pháp tuyến là
n⃗ = (−p; y0) và do đó có phương trình

−p (x− x0) + y0 (y− y0) = 0 hay y0y− y2
0 = px− px0.

Chú ý rằng y2
0 − 2px0 = 0, ta đi đến phương trình tiếp tuyến là

y0y = p (x0 + x)

Ví dụ 7.22. Viết phương trình chính tắc của parabol (P) có tiêu điểm F
(

3
2

; 0
)

.

Ví dụ 7.23. Cho parabol (P) có phương trình y2 = 4x. Viết phương trình tiếp tuyến
của (P) trong mổi trường hợp sau đây :

(a) Tiếp tuyến đi qua điểm (2; 3)

(b) Tiếp tuyến đi qua điểm (1;−1).

C ĐƯỜNG HYPERBOL

Định nghĩa 7.14. Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm cố định F1, F2, với F1 F2 =

2c > 0. Tập hợp nhưng điểm M sao cho | MF1 · · ·MF2/ = 2a (a là một số không
đổi và a < c) goi là một Hypebol. Vậy:

(H) = {M||MF1 + MF2 |= 2a}

• · Hai điểm F1, F2 gọi là hai tiêu điểm của Hypebol.

• Khoảng cách F1 F2 = 2c goi là tiêu củ của Hypebol.

• Trung điểm I của F1 F2 gọi là tâm của Hypebol.
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• Với điểm M thuộc Hypebol thì các khoảng cách MF1 và MF2 gọi là các bán
kinh qua tiêu của điểm M.

Định lí 7.11. Trong mặt phẳng Oxy, Hypebol (H) có hai tiêu điểm F1(−c, 0), F2(c, 0)
và có tổng hai bán kính qua tiêu ứng với điểm tuỳ ý M(x, y) ∈ (H) là 2a(a < c) có
phương trình: (H):

x2

a2 −
y2

b2 = 1

với b2 = c2 − a2.

Chứng minh. Ta có:

M(x, y) ∈ (H)⇔ |F1M− F2M| = 2a(1)

F1M2 = (x + c)2 + y2(2)

F2M2 = (x− c)2 + y2(3)

Từ đó:
F1M2 − F2M2 = 4cx

Từ (1) ta được:
F1M− F2M = ±2a.

- Với F1M− F2M = 2a(4)

F1M + F2M =
MF2

1 −MF2
2

MF1 −MF2
=

4cx
2a

=
2cx

a
(5)

Từ (4) và (5) ta được:
F1M = a +

cx
a
(6)

- Với F1M− F2M = −2a(7)

F1M + F2M =
MF2

1 −MF2
2

MF1 −MF2
= −4cx

2a
= −2cx

a
(8)

Từ (7) và (8) ta được:
F1M = −a− cx

a
(9)

Vậy M(x, y) ∈ (H) được F1M =
∣∣∣a + cx

a

∣∣∣. (10)
Thay (10) vào (2) ta được:(

a +
cx
a

)2
= (x + c)2 + y2 ⇔ x2 (c2 − a2)− a2y2 = a2 (c2 − a2) (11)
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Đặt b2 = c2 − a2, khi đó (11) được viết lại dưới dạng:

x2

a2 −
y2

b2 = 1.

Vậy phương trình Hyperbol (H) có dạng; (H):
x2

a2 −
y2

b2 = 1 với b2 = c2 − a2.

F1 F2

M

O x

y

EFG

j

Tính chất 7.17. Hypebol có phương trình chính tắc

x2

a2 −
y2

b2 = 1

khi đó

• (H) cắt Ox tại hai điểm A1 = (−a; 0) và A2 = (a; 0). Nếu vẽ hai điểm B1 =

(−b; 0) và B2 = (b; 0) vào hình chữ nhật OA2PB2 thì OP =
√

a2 + b2 = c.

• Các điểm A1, A2 gọi là các đỉnh của hypebol.

• Đoạn thẳng A1A2 gọi là trục thục, đoạn thẳng B1B2 gọi là trục ảo của hypebol.

• Giao điểm O của hai trục là tâm đối xứng của hypebol.

• Nếu M(x; y) ∈ (H) thì x ≤ −a hoặc x ≥ a.
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Ví dụ 7.24. Viết phương trình chính tắc của hypebol có độ dài trục thực bằng 16 và
tiêu cự bằng 20 .

Ví dụ 7.25. Lập phương trình chính tắc và vẽ hình của Hyperbol biết:

(a) Đi qua điểm M(2, 2) và mỗi đường tiệm cận tạo với Ox một góc 60◦.

(b) Đi qua điểm N(
√

2, 2) và hai đường tiệm cận có phương trình y = ±2x.

(c) Hai trục trùng với trục tọa độ và đi qua 2 điểm A(
√

6,−1) và B(4,
√

6).

Ví dụ 7.26. Cho Hypebol (H) có phương trình: (H) :
x2

4
− y2

9
= 1. Gọi (d) là đường

thẳng qua O có hệ số góc k, (d’) là đường thẳng qua O và vuông góc với (d).

(a) Tìm điều kiện đối với k để (d) và (d’) đều cắt (H).

(b) Tính theo k diện tích hình thoi với 4 đỉnh là 4 giao điểm của (d), (d’) và (H).

(c) Xác định k để hình thoi ấy có diện tích nhỏ nhất.

Ví dụ 7.27. Cho Hypebol (H) có phương trình : (H):
x2

a2 −
y2

b2 = 1, Tiêu điểm

F1, F2 ( F2 có hoành độ dương). Lập phương trình quỹ tích các trung điểm I của
đoạn MF2 khi M di động trên (H).

D BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 7.59. Cho (E) :
x2

7
+

y2

4
= 1. Tìm điểm M trên (E) sao cho:

(a) MF1 = 2MF2

(b) M nhìn hai tiêu điểm dưới một góc 600.

Bài 7.60. Cho ABCD là hình thoi có các đỉnh trùng với các đỉnh của elip. Bán kính
đường tròn nội tiếp của hình thoi là

√
2. Viết phương trình chính tắc của elip biết

tâm sai là e =
1√
2

. Bài toán có thể giải được không nếu ta chỉ biết 4 đỉnh của hình

thoi nằm trên elip?

Bài 7.61. Cho (E) :
x2

8
+

y2

4
= 1 và dường thẳng d : x− y

√
2 + 2 = 0.

(a) Chứng minh (d) luôn cắt (E) tại hai điểm A,B. Tính AB.

(b) Tìm điểm (C) trên (E) sao cho diện tích tam giác ABC lớn nhất.
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Bài 7.62. Tìm trên (E) :
x2

16
+

y2

13
= 1 hai điểm M, N sao cho tam giác F1MN đều.

Bài 7.63. Cho (E) :
x2

4
+

y2

1
= 1. Tìm A, B thuộc (E) có hoành độ dương sao cho

tam giác OAB cân tại O và có diện tích lớn nhất.

Bài 7.64. Cho (E) :
x2

16
+

y2

7
= 1. Tìm điểm M trên (E) sao cho:

(a) 2MF1 = 3MF2

(b)
1

MF1
+

1
MF2

=
6

F1F2

(c) MF3
1 + MF3

2 = 182

Bài 7.65. Cho (E) :
x2

9
+

y2

4
và điểm M(2,1).

(a) Chứng minh M nằm trong (E)

(b) Viết phương trình đường thẳng đi qua M và cắt (E) tại hai điểm A, B sao cho
M là trung điểm AB.

(c) Tính khoảng cách từ các tiêu điểm đến đường thẳng AB.

Bài 7.66. Cho (E) : x2 + 2y2 = 2 và đường thẳng d : x + y + m = 0. Tìm m để:

(a) Đường thẳng (d) cắt (E) tại hai điểm phân biệt. Khi đó:

(i) Tìm tập hợp trung điểm của AB.

(ii) Tìm m để độ dài AB lớn nhất.

(iii) Tìm m để khoảng cách từ gốc toạ độ đến AB bằng nửa độ dài đoạn AB.

(b) Đường thẳng (d) có một điểm chung duy nhất với (E).

Bài 7.67. Cho (E) :
x2

a2 +
y2

b2 = 1, a > b > 0.

(a) Gọi A, B là hai điểm trên (E) sao cho OA vuông góc OB. Chứng minh rằng
1

OA2 +
1

OB2 =
1
a2 +

1
b2 .

(b) Chứng minh rằng đường thẳng AB luôn tiếp xúc với một đường tròn cố định.

Bài 7.68. Cho (E) :
x2

a2 +
y2

b2 = 1, a > b > 0. Gọi F1, F2 là hai tiêu điểm và A1, A2

là hai đỉnh trên trục lớn. M là một điểm tuỳ ý trên (E) có hình chiếu trên Ox là H.
Chứng minh rằng:
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(a) MF1.MF2 + OM2 = a2 + b2

(b) (MF1 −MF2)
2 = 4(OM2 − b2)

(c) MH2 = −b2

a2 HA1.HA2

Bài 7.69. Cho (E) :
x2

9
+

y2

3
= 1. Gọi A, B là hai điểm trên (E) sao cho OA vuông

OB. Xác định vị trí của AB sao cho tam giác OAB có diện tích lớn nhất.

Bài 7.70. Cho (E) :
x2

a2 +
y2

b2 = 1, a > b > 0 và đường thẳng d : Ax + By + C = 0.

(a) Tìm điều kiện của a, b, A, B, C để (E) và d có duy nhất một điểm chung, không
có điểm chung.

(b) Khi (E) và d không có điểm chung. Tìm những điểm M thuộc (E) sao cho
khoảng cách từ M đến d đạt GTLN, GTNN.

Bài 7.71. Cho (E) :
x2

a2 +
y2

b2 = 1, a > b > 0 và điểm M(x0, y0) nằm trên (E).

(a) Chứng minh a ≤ OM ≤ b

(b) Chứng minh |x0 + y0)| ≤
√

a2 + b2

(c) Tìm những điểm thuộc (E) sao cho khoảng cách từ điểm đó đến tiêu điểm
phải lớn nhất, nhỏ nhất.

Bài 7.72. Cho điểm M
(

1,−1
2

)
và Elíp (E) có phương trình: (E):

x2

8
+

y2

2
= 1. Lập

phương trình đường thẳng (d) qua M cắt (E) tại hai điểm phân biệt A, B sao cho:

(a) M là trung điểm AB.

(b) AB =
√

20. Từ đó lập phương trình đường tròn đường kính AB trong mỗi
trường hợp.

Bài 7.73. Cho 2 Elíp (E1) và (E2) có phương trình:

(E1) :
x2

9
+

y2

4
= 1 và (E2) :

x2

16
+

y2

1
= 1

(a) CMR (E1) ∩ (E2) = {A, B, C, D} và ABCD là hình chữ nhật.

(b) Lập phương trình đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật ABCD.
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Bài 7.74. Cho 2 Elíp (E1) và (E2) có phương trình:

(E1) :
x2

45
+

y2

5
= 1 và (E2) : x2 + 9y2 − 6x− 27 = 0

(a) Tìm giao điểm của (E1) và (E2).

(b) Chuyển phương trình Elíp (E2) về dạng chính tắc, từ đó xác định các thuộc
tính của nó và vẽ (E1) , (E2) trên cùng một hệ trục tọa độ

Bài 7.75. Lập phương trình Parabol (P) có đỉnh là gốc toạ độ và có đường chuẩn là
y = −1 Tìm giao điểm của đường thẳng (d) : x− y− 1 = 0 với Parabol trên.

Bài 7.76. Cho đường thẳng (d) có phương trình: (d): x + 2y = 0.

(a) Lập phương trình Parabol (P) có đỉnh là gốc toạ độ, nhận trục hoành làm trục
đối xứng và chắn trên đường thẳng (d) một đoạn bằng 4

√
5.

(b) Gọi F là tiêu điểm của Parabol (P). Lập phương trình đường tròn tâm F và
tiếp xúc với đường thẳng (d).

Bài 7.77. Cho Parabol (P) và đường thẳng (d) có phương trình:

(P): y2 = 4x và (d) : 2x− y− 4 = 0.

Tìm các điểm M ∈ (d) để từ đó:

(a) Không kẻ được tiếp tuyến nào tới (P).

(b) Kẻ được một tiếp tuyến tới (P).

(c) Kẻ được hai tiếp tuyến tới (P).

Bài 7.78. Cho Parabol (P) và đường thẳng (d) có phương trình:

(P) : x2 = 4y và (d) : x− y− 1 = 0.

(a) CMR (d) tiếp xúc với (P), xác định toạ độ tiếp điểm M.

(b) Lập phương trình đường thẳng (∆) qua M và vuông góc với (d), từ đó tìm
toạ độ giao điểm thứ hai N của (∆) với (P).

Bài 7.79. Cho Parabol (P) có phương trình: (P) : y2 = 4x Một đường thẳng bất
kỳ đi qua tiêu điểm của (P) cắt (P) tại hai điểm phân biệt A và B. CMR tích các
khoảng cách từ A và B đến trục của (P) là một đại lượng không đổi.
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Bài 7.80. Viết phương trình của parabol (P) trong mỗi trường hợp sau :

(a) Có tiêu điểm là O(0; 0) và đường chuẩn ∆ có phương trình x + y + 1 = 0.

(b) Có đỉnh là điểm I(1; 2) và tiêu điểm có tọa độ F(4; 1).

(c) (P) đi qua hai điểm
(
−1

2
;−1

2

)
, (0; 1) và có trục đối xứng là đường thẳng

x + y + 1 = 0. Xác định tọa độ tiêu diểm và phương trình đường chuẩn của
(P).

Bài 7.81. Cho parabol (P) có phương trình y2 = 4x. Viết phương trình tiếp tuyến
của (P) trong mổi trường hợp sau đây :

(a) Tiếp tuyến đi qua điểm (1;−2)

(b) Tiếp tuyến đi qua điểm (2; 3)

(c) Tiếp tuyến đi qua điểm (1;−1).

Bài 7.82. Cho parabol (P) có phương trình y2 = 2px.

(a) Tính độ dài cạnh của tam giác đểu có ba đỉnh nằm trên (P), một trong chúng
là đỉnh của (P).

(b) Tìm bán kính lớn nhất của đường tròn nằm trong (P) sao cho nó chỉ có một
điểm chung với (P) là đỉnh của (P). c). Một đường thẩng thay đổi luôn luôn
đi qua tiêu điểm F cắt (P) tại A và B. Chứng minh rằng dường tròn đường
kính AB luôn luôn tiếp xúc với một đường thẳng cố định.

(c) Gọi I là điểm cố định nằm trên trục đói xứng của (P) và khác với O,△ là
đường thẳng thay đổi cất (P) tại A và B. Chứng minh rằng tích các khoảng
cách từ A và B tới trục đối xứng của (P) có giá trị không đổi.

(d) Tìm quỹ tích các điểm M qua đó có thể kẻ được hai tiếp tuyến của (P) vuông
góc với nhau.

Bài 7.83. Cho đồ thị (C) của hàm số y = ax2 + bx + c(a ̸= 0) và parabol (P) có
phương trình y2 = 2px (p ̸= 0). Chứng minh rằng nếu (C) cắt (P) tại bốn điểm
phân biệt thì bốn điểm đó nằm trên một đường tròn.

Bài 7.84. Cho ba điểm F1(−4, 0), F2(4, 0) và điểm A(2, 0).

(a) Lập phương trình Hyperbol (H) đi qua A và có tiêu điểm F1, F2.
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(b) Tìm tọa độ điểm M trên (H) sao cho MF2 = 2MF1.

Bài 7.85. Lập phương trình chính tắc và phương trình tham số của Hypebol (H),
biết:

(a) Có các tiêu điểm trên Oy, độ dài trục ảo bằng 6 và hai đường tiệm vuông góc
với nhau.

(b) Đi qua diểm M(6, 4) và mỗi đường tiệm cận tạo với trục hoành một góc 30◦.

Bài 7.86. Lập phương trình Hypebol (H) có một đỉnh trên trục thực là A(1,−1) và
đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật cơ sở của (H) là (C): x2 + y2− 2x− 2y− 7 = 0

Bài 7.87. Lập phương trình chính tắc của Hypebol, biết hai tiêu điểm F1(−1,−1),
F2(3, 3) dộ dài trục thực bằng 8 .

Bài 7.88. Lập phương trình chính tắc của Hyperbol biết:

(a) Trục thực thuộc Ox, có độ dài bằng 10 , trục ảo thuộc Oy, có độ dài bằng 8 .

(b) Độ dài trục thực bằng 8 , tâm sai e =
5
4

.

(c) Có các tiêu điểm trên Ox, độ dài tiêu cự là 20 và một đường tiệm có phương
trình là 4x + 3y = 0.

(d) Có các tiêu điểm trên Oy, độ dài trục thực bằng 8 và hai đường tiệm cận
vuông góc với nhau.

Bài 7.89. Cho hai điểm F1(−5, 2), F2(3, 2).

(a) Viết phương trình Hypebol (H) có tâm sai e = 2 và nhận F1, F2 làm tiêu điểm.

(b) Tìm trên (H) bốn điểm sao cho chúng là các đỉnh của một hình bình hành có
2 một cạnh đi qua gốc toạ độ và có một đường trung bình thuộc đường thẳng
(d): y = 3x + 5

Bài 7.90. Lập phương trình chính tắc của Hyperbol biết:

(a) Hai tiêu điểm F1(−2, 2), F2(4,−4) và độ dài trục thực bằng 6 .

(b) Hai tiêu điểm F1(−2, 0), F2(0, 3) yà đi qua gốc toạ độ.

Bài 7.91. Cho hai điểm A(0,−b), B(0, 3 b) và I(0, b).

(a) Lập phương trình quỹ tích các điểm M thoả mãn IM2 = MA.MB.
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(b) Lập phương trình quỹ tích các điểm N sao cho các đường thẳng AN và BN
có tích hệ số góc bằng k2.

(c) (C) là đường tròn thay đổi luôn đi qua A, B. EF là một đường iính của (C)
cùng phương với Oy. Lập phương trình quỹ tích các điểm E; F.

Bài 7.92. Cho điểm M(0, 2) và Hyperbol (H) có phương trình: (H) :
x2

4
− y2

1
= 1

Lập phương trình đường thẳng (d) qua M cắt ( H) tại hai điểm phân biệt A, B sao
cho 3

−−→
MA− 5

−→
MB =

−→
0

Bài 7.93. Cho Elíp (E) có phương trình: (E) :
(x− 1)2

5
+

(y + 2)2

1
= 1 và điểm A có

xA = −3
2

và yA > 0 thuộc (E).

(a) Lập phương trình chính tắc của Hyperbol (H) có 1 tiêu điểm F1(−1,−2), tâm
I(1,−2) và đi qua A.

(b) Lập phương trình các tiếp tuyến của (H) tại giao điểm của (H) và (E).

Bài 7.94. Cho Hyperbol (H) có phương trình: (H) :
x2

4
− y2

1
= 1 Tìm toạ độ điểm

M thuộc Hyperbol (H) sao cho:

(a) Có toạ độ nguyên.

(b) Có bán kính qua tiêu điểm này bằng 2 lần bán kính qua tiêu điểm kia.

(c) Nhìn hai tiêu điểm dưới một góc 60◦.

Bài 7.95. Cho điểm M(0, 2) và Hyperbol (H) có phương trình:

(H) :
x2

4
− y2

1
= 1.

Lập phương trình đường thẳng (d) qua M cắt (H) tại hai điểm phân biệt A, B sao
cho M là trung điểm AB.

Bài 7.96. Cho Hyperbol (H) và đường thẳng (d) có phương trình:

(H) :
x2

1
− y2

8
= 1 và (d) : 2x− y + m = 0.

(a) CMR(H) ∩ (d) = {A, B} với A, B thuộc hai nhánh khác nhau của (H), giả sử
xA < xB.

(b) Tìm m sao cho 2F1A = F2B.
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½CHƯƠNG½

8
£££

LƯỢNG GIÁC

§1. GÓC LƯỢNG GIÁC. TỈ SỐ LƯỢNG
GIÁC CỦA MỘT GÓC. CUNG LIÊN KẾT

A LÝ THUYẾT

• tan α =
sin α

cos α

• cot α =
cos α

sin α

• tan α. cot α = 1

• sin2 α + cos2 α = 1

• 1 + tan2 α =
1

cos2 α

• 1 + cot2 α =
1

sin2 α

Cung đối nhau Cung bù nhau Cung phụ nhau

cos(−α) = cos α sin(π − α) = sin α sin
(π

2
− α

)
= cos α

sin(−α) = − sin α cos(π − α) = − cos α cos
(π

2
− α

)
= sin α

tan(−α) = − tan α tan(π − α) = − tan α tan
(π

2
− α

)
= cot α

cot(−α) = − cot α cot(π − α) = − cot α cot
(π

2
− α

)
= tan α

B BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI

Ví dụ 8.1. Chứng minh các biểu thức sau:

(a) cos2 x− sin2 x = 1− 2 sin2 x = 2 cos2 x− 1
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(b) 3− 4 sin2 x = 4 cos2 x− 1

(c) sin4 x + cos4 x = 1− 2 sin2 x cos2 x

(d) 4 cos2 x− 3 = (1− 2 sin x)(1 + 2 sin x)

Ví dụ 8.2. Rút gọn

A =
cos(2π − α) cot(π + α) tan(−α− π)

sin(π − α) cot(3π − α)

Ví dụ 8.3. Rút gọn các biểu thức sau:

(a) C = 2 sin(
π

2
+ x) + sin(5π − x) + sin(

3π

2
+ x) + cos(

π

2
+ x).

(b) D = 2 cos x− 3 cos(π − x) + 5 sin(
7π

2
− x) + cot(

3π

2
− x).

Ví dụ 8.4. Rút gọn:

(a) D = cot 15◦ + cot 30◦ + cot 45◦ + ... + cot 165◦

(b) E = sin 5◦ + sin 10◦ + ... + sin 360◦

Ví dụ 8.5. Cho tam giác ABC, chứng minh rằng:

(a) cot(A− B + C) = − cot 2B

(b) sin
A + B + 3C

2
= cos C.

C BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 8.1. Cho a sin x sin y− b cos x cos y = 0. Chứng minh Q =
1

a sin2 x + b cos2 x
+

1
a sin2 y + b cos2 y

không phụ thuộc vào giá trị của x, y.

Bài 8.2. Cho Q = sin6 x + cos6 x−m(sin4 x + cos4 x). Tìm m để giá trị của Q không
phụ thuộc vào x.

Bài 8.3. Rút gọn các biểu thức

(a) E = sin(5π + x) + cos(x− π

2
) + cot(3x− π) + tan(

3π

2
− x).

(b) F = cos(15π − x) + sin(x− 3π

2
)− tan(x +

π

2
) cot(

11π

2
− x).
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Bài 8.4. Rút gọn

(a) H = tan 10◦. tan 20◦. tan 30◦.... tan 80◦

(b) I = tan 1◦. tan 2◦.... tan 89◦

Bài 8.5. Cho tam giác ABC, chứng minh rằng:

(a) sin(A + 2B + C) = − sin B

(b) cos
−3A + B + C

2
= − sin 2A

(c) sin
A + B + 3C

2
= cos C

(d) cos
−3A + B + C

2
= − sin 2A

Bài 8.6. Rút gọn các biểu thức sau:

(a) A = cos(
π

2
− x) + sin(

π

2
− x)− cos(

π

2
+ x)− sin(

π

2
+ x).

(b) B = 2 cos x + 3 cos(π − x)− sin(
7π

2
− x) + tan(

3π

2
− x).

(c) H = cos(5π − x)− sin(
3π

2
+ x) + tan(

3π

2
− x) + cot(3π − x).

(d) I = sin2(x +
π

4
) + sin2(x +

π

2
) + sin2(x +

3π

4
) + sin2(x + π).

(e) J = sin6(x+π)+ cos6(x−π)− 2 sin4(x+ 2π)− sin4(x− 3π

2
)+ cos2(x− π

2
).

Bài 8.7. Rút gọn các biểu thức sau (không dùng máy tính):

(a) A = cos 0◦ + cos 20◦ + cos 40◦ + ... + cos 180◦

(b) B = cos 10◦ + cos 40◦ + cos 70◦ + ... + cos 170◦

(c) C = tan 20◦ + tan 40◦ + tan 60◦ + ... + tan 180◦

(d) J = sin2 28◦ + sin2 36◦ + sin2 54◦ + cos2 152◦

(e) K = cos2 10◦ + cos2 20◦ + cos2 30◦ + ... + cos2 180◦

Bài 8.8. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng:
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(a) sin B = sin(A + C)

(b) cos(A + B) = − cos C

(c) sin
A + B

2
= cos

C
2

(d) cos(B− C) = − cos(A + 2C)

(e) cos(A + B− C) = − cos 2C

(f) tan
A + B− 2C

2
= cot

3C
2

(g) cos
A + 3B + C

2
= − sin B

(h) cot
A− 2B + C

2
= tan

3B
2

Bài 8.9. Cho tứ giác ABCD. Chứng minh rằng:

(a) sin(A + B) + sin(C + D) = 0

(b) cos(A + C) = cos(B + D)

(c) tan
A + B

2
= − tan

C + D
2

(d) cot(A + B + C) = − cot D
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§2. CÔNG THỨC CỘNG - CÔNG THỨC NHÂN

Tính chất 8.1. 1 Công thức cộng.

sin(a + b) = sin a · cos b + cos a · sin b

sin(a− b) = sin a · cos b− cos a · sin b

cos(a + b) = cos a · cos b− sin a · sin b

cos(a− b) = cos a · cos b + sin a · sin b

tan(a + b) =
tan a + tan b

1− tan a · tan b

tan(a− b) =
tan a− tan b

1 + tan a · tan b

Tính chất 8.2. 2 Công thức nhân

sin 2α = 2 sin α · cos α

cos 2α = cos2 α− sin2 α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α

tan 2α =
2 tan α

1− tan2 α
; cot 2α =

cot2 α− 1
2 cot α

Công thức hạ bậc Công thức nhân ba

sin2 α =
1− cos 2α

2
sin 3α = 3 sin α− 4 sin3 α

cos2 α =
1 + cos 2α

2
cos 3α = 4 cos3 α− 3 cos α

tan2 α =
1− cos 2α

1 + cos 2α
tan 3α =

3 tan α− tan3 α

1− 3 tan2 α

A BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI

Ví dụ 8.6. Biết rằng: 
sin a + 7 sin b = 4(sin c + 2 sin d)

cos a + 7 cos b = 4(cos c + 2 cos d)

Chứng minh rằng: 2 cos(a− d) = 7 cos(b− c)
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Ví dụ 8.7. Biết rằng 
tan(a + b) =

√
5

tan(a− b) =
√

3

Hãy tính tan 2a và tan 2b ?

Ví dụ 8.8. Biết
cos x + cos y + cos z

cos(x + y + z)
=

sin x + sin y + sin z
sin(x + y + z)

= a Chứng minh

rằng:
cos(x + y) + cos(y + z) + cos(z + x) = a

Ví dụ 8.9. Chứng minh rằng:

∀x : cos3 x sin x− sin3 x cos x =
1
4

sin 4x

Ví dụ 8.10. Chứng minh rằng: ∀x :

(a) sin4 x + cos4 x =
3
4
+

1
4

cos 4x

(b) sin6 x + cos6 x =
5
8
+

3
8

cos 4x

Ví dụ 8.11. Chứng minh rằng:

(a) cos 20◦ · cos 40◦ · cos 80◦ =
1
8

(b) cos
π

7
· cos

2π

7
· cos

3π

7
=

1
8

(c) tan 50 · tan 550 · tan 650 · tan 750 = 1

Ví dụ 8.12. Chứng minh rằng:(
4 cos2 90 − 3

) (
4 cos2 270 − 3

)
= tan 90

Ví dụ 8.13. Chứng minh rằng ∀x, y, z ta luôn có:

(a) sin x + sin y + sin z− sin(x + y + z) = 4 sin
x + y

2
sin

y + z
2

sin
z + x

2

(b) cos x + cos y + cos z + cos(x + y + z) = 4 cos
x + y

2
cos

y + z
2

sin
z + x

2

204



Ví dụ 8.14. Biết 

sin α + sin β = a

cos α + cos β = b

a, b ̸= 0

Chứng minh sin(α + β) =
2ab

a2 + b2 .

Ví dụ 8.15. Biết rằng: 
sin x + sin y + sin z = 0

cos x + cos y + cos z = 0

Chứng minh rằng:

sin 2x + sin 2y + sin 2z = cos 2x + cos 2y + cos 2z = 0

B BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Ví dụ 8.16. Chứng minh các đẳng thức sau

(a) cos x · cos
(π

3
− x
)
· cos

(π

3
+ x
)
=

1
4

cos 3x

(b)
sin 2x + sin x

1 + cos 2x + cos x
= tan x

(c) sin 5x− 2 sin x(cos 4x + cos 2x) = sin x

(d)
1 + cos x− sin x
1− cos x− sin x

= − cot
x
2

(e)
sin 2x

1 + cos 2x
· cos x

1 + cos x
= tan

x
2

(f)
3− 4 cos 2x + cos 4x
3 + 4 cos 2x + cos 4x

= tan4 x

(g) Tính A = cos
π

9
cos

2π

9
cos

4π

9

Bài 8.10. Chứng minh các đẳng thức sau:
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(a) tan a + tan b + tan c− tan a. tan b. tan c =
sin(a + b + c)

cos a. cos b. cos c

(b) cos2 x + cos2(x + y) + cos2 y− 2 cos x cos y cos(x + y) = 1.

(c)
3
2
+

1
2
[cos 2x + cos 2y + cos(2x + 2y)]− 2 cos x cos y. cos(x + y)

(d) sin x sin(y− z) + sin y sin(x− z) + sin z sin(x− y) = 0

(e) tan(x + y)− tan x− tan y = tan(x + y) tan x tan y

(f) tan 2x tan(
π

6
− x) + tan 2x tan(

π

3
− x) + tan(

π

3
− x) tan(

π

6
− x) = 1

(g) tan x tan(x +
π

3
) + tan(x +

π

3
) tan(x +

2π

3
) + tan(2x +

π

3
) tan x = −3

Bài 8.11. Chứng minh các biểu thức sau

(a)
cos(a− b)
cos(a + b)

=
cot a. cot b + 1
cot a. cot b− 1

(b)
sin(a− b)
cos a. cos b

+
sin(b− c)
cos b. cos c

+
sin(c− a)
cos c. cos a

= 0

(c)
sin(a + b) sin(a− b)

cos2 a cos2 b
= tan2 a− tan2 b

(d)
cos(a + b) cos(a− b)

cos2 a cos2 b
= 1− tan2 a tan2 b

Bài 8.12. Chứng minh rằng

(a) Nếu cos(a + b) = 0 thì sin(a + 2b) = sin a

(b) Nếu sin(a + 2b) = 3 sin b thì tan(a + b) = 2 tan a

(c) Nếu tan a = 2 tan b thì sin(a + b) = 3 sin(a− b)

(d) Nếu tan a. tan b = −1
3

thì cos(a + b) = 2 cos(a− b)

Bài 8.13. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng:

(a) sin C = sin A. cos B + sin B. cos A

(b) cos A = sin B. sin C− cos B. cos C

(c)
sin C

cos A. cos B
= tan A + tanB
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(d) tan A + tan B + tan C = tan A. tan B. tan C

(e) cot A. cot B + cot B. cot C + cot C. cot A = 1

(f) sin
A
2

= cos
C
2

cos
B
2
− sin

B
2

. sin
C
2

(g) cos
A
2

= sin
B
2

cos
C
2
− cos

B
2

sin
C
2

(h) tan
A
2

. tan
B
2
+ tan

B
2

. tan
C
2
+ tan

C
2

. tan
A
2

= 1

(i) cot
A
2
+ cot

B
2
+ cot

C
2
= cot

A
2

. cot
B
2

. cot
C
2

Bài 8.14. Cho tam giác ABC. Chứng minh

(a) tan A + tan B + tan C ≥ 3
√

3 với tam giác ABC có 3 góc nhọn.

(b) tan2 A + tan2 B + tan2 C ≥ 9, với tam giác ABC có 3 góc nhọn.

(c) tan6 A + tan6 B + tan6 C ≥ 81, với tam giác ABC có 3 góc nhọn.

(d) tan2 A
2
+ tan2 C

2
+ tan2 C

2
≥ 1.

(e) tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
≥
√

3

Bài 8.15.

(a) Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức: A = sin4 x + cos4 x− 3 sin x ·
cos x

(b) Chứng minh rằng nếu tam giác ABC thỏa 3(cos B+ 2 sin C)+ 4(sin B+2 cos C) =
15 thì tam giác ABC vuông.

Bài 8.16. Cho x, y, z > 0 và x + y + z ≤ π. Chứng minh rằng:

sin x + sin y + sin(x + y + z) ≤ sin(x + y) + sin(y + z) + sin(x + z)

Bài 8.17. Chứng minh rằng với mọi x, α ta luôn có:

x2 (1 + sin2 α
)
+ 2x(sin α + cos α) + 1 + cos2 α > 0
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§3. CÔNG THỨC BIẾN ĐỔI

Tính chất 8.3. 3 Công thức biến đổi

cos a + cos b = 2 cos
a + b

2
· cos

a− b
2

tan a + tan b =
sin(a + b)
cos a · cos b

cos a− cos b = −2 sin
a + b

2
· sin

a− b
2

tan a− tan b =
sin(a− b)
cos a · cos b

sin a + sin b = 2 sin
a + b

2
· cos

a− b
2

cot a + cot b =
sin(a + b)
sin a · sin b

sin a− sin b = 2 cos
a + b

2
· sin

a− b
2

cot a− cot b =
sin(b− a)
sin a · sin b

sin α + cos α =
√

2 · sin
(

α +
π

4

)
=
√

2 · cos
(

α− π

4

)
sin α− cos α =

√
2 · sin

(
α− π

4

)
= −
√

2 · cos
(

α +
π

4

)

A BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI

Ví dụ 8.17. Rút gọn các biểu thức sau:

(a) A =
1− 2 cos x
1 + 2 cos x

(b) C =

√
3− 2 cos 3x√
3 + 2 cos 3x

(c) C =

√
2− 2 sin 2x√
2 + 2 sin 2x

(d) D =
sin 5x− sin 3x

2 cos 4x

Ví dụ 8.18. Biến đổi thành tích các biểu thức sau:

(a)
√

2 sin 2x + cos 5x− cos 9x

(b) sin 3x− 2 sin 2x + sin x

(c) cos x + cos 3x + cos 5x
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(d) 1 + cos 2x + cos 4x + cos 6x

Ví dụ 8.19. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng:

(a) sin 2A + sin 2B + sin 2C = 4 sin A sin B sin C

(b) 1 + cos 2A + cos 2B + cos 2C = −4 cos A cos B cos C

(c) sin2 A + sin2 B + sin2 C = 2(1 + cos A cos B cos C)

(d) cos2 A + cos2 B + cos2 C = 1− 2 cos A cos B cos C

B BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 8.18. Rút gọn các biểu thức sau:

(a) F =
sin2 4x− sin2 2x
cos2 x− cos2 2x

(b) G =
sin2 4x

2 cos x + cos 3x + cos 5x

(c) H =
sin 2x

tan x + cot 2x

(d) I =
1 + sin 2x + cos 2x
1 + sin 2x− cos 2x

(e) J =
sin 2x + 2 sin 3x + sin 4x
cos 3x + 2 cos 4x + cos 5x

(f) K =
sin x + sin 4x + sin 7x
cos x + cos 4x + cos 7x

(g) L =
sin 4x + sin 5x + sin 6x
cos 4x + cos 5x + cos 6x

(h) M =
1 + cos x + cos 2x + cos 3x

2 cos2 x + cos x− 1

(i) N =
cos 7x− cos 8x− cos 9x + cos 10x
sin 7x− sin 8x− sin 9x + sin 10x

Bài 8.19. Biến đổi thành tích các biểu thức sau:

(a) 1 + sin x− cos 2x

(b) 1 + sin x + cos x

(c) cos x + sin 2x− cos 3x

(d) sin 3x− sin x + sin 2x

(e) sin 5x + sin 6x + sin 7x + sin 8x

Bài 8.20. Phân tích thành tích các biểu thức sau:

(a) sin x− sin 3x + sin 7x− sin 5x

(b) sin x− sin 2x + sin 5x− sin 8x

(c) cos 10x− cos 8x− cos 6x + 1

(d) cos 5x + 3 cos 7x + 3 cos 9x +

cos 11x

(e) sin x+ sin 2x+ sin 3x− 1− cos x−
cos 2x

(f) 1 + sin x − cos 5x − sin 7x −
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2 cos2 3x
2

(g) sin x+ sin 2x+ sin 3x− 1− cos x−
cos 2x

(h) sin x + sin 2x + sin 3x − cos x −
cos 2x− cos 3x

(i) sin 3x + sin x − sin 2x + 2(1 −
cos x) cos x

Bài 8.21. Biến đổi thành tích các biểu thức sau:

(a) cos2 x + cos2 2x + cos2 3x− 1

(b) sin2 x + sin2 2x + sin2 3x− 3
2

(c) sin2 3x− sin2 2x− sin2 x

(d) sin2 x− cos2 2x− cos2 3x

(e) sin2 x− 2 sin2 2x + sin2 3x

(f) sin2 3x− cos2 4x− sin2 5x + cos2 6x

(g) cos2 x + cos2 2x + cos2 3x + cos2 4x− 3
2

Bài 8.22. Không dùng máy tính hãy tính giá trị các biểu thức sau:

(a) sin6 π

24
+ cos6 π

24

(b) tan2 π

12
+ cot2 π

12

(c) cos
π

11
+ cos

3π

11
+ cos

5π

11
+ cos

7π

11
+ cos

9π

11

(d) cos
2π

11
+ cos

4π

11
+ cos

6π

11
+ cos

8π

11
+ cos

10π

11

Bài 8.23. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng:

(a) sin A + sin B + sin C = 4 cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2

(b) sin A + sin B− sin C = 4 sin
A
2

sin
B
2

cos
C
2

(c) cos A + cos B + cos C = 1 + 4 sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2
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C CÔNG THỨC BIẾN ĐỔI TÍCH THÀNH TỔNG

cos a · cos b =
1
2
[cos(a− b) + cos(a + b)]

sin a · sin b =
1
2
[cos(a− b)− cos(a + b)]

sin a · cos b =
1
2
[sin(a− b) + sin(a + b)]

Ví dụ 8.20. Biến đổi thành tổng các biểu thức sau:

(a) 2 sin x. sin 3x. sin 5x

(b) 8 cos x. cos 5x. sin 7x

(c) 4 cos(a− b) cos(b− c) cos(c− a)

Ví dụ 8.21. Tính giá trị các biểu thức sau:

(a) sin 5◦. sin 15◦. sin 25◦... sin 65◦. sin 75◦. sin 85◦

(b) sin2 10◦ + cos 70◦. cos 50◦

(c) sin2 50◦ + sin2 70◦ − cos 50◦. cos 70◦

(d) cos
π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7

(e) cos
2π

9
+ cos

4π

9
+ cos

6π

9
+ cos

8π

9

Ví dụ 8.22. Rút gọn các biểu thức sau:

(a) cos 11x. cos 3x− cos 17x. cos 9x

(b) sin 18x. cos cos13x− sin 9x. cos 4x

(c) sin x. sin(
π

3
− x). sin(

π

3
+ x)

(d) 8 cos x. cos(
π

3
− x). cos(

π

3
+ x) + 1

(e) cos x. cos 2x. sin 3x− 1
4

sin 12x
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D BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 8.24. Biến đổi thành tổng các biểu thức sau:

(a) sin
π

5
sin

2π

5

(b) sin 4x. cos 7x

Bài 8.25. Tính giá trị các biểu thức sau:

(a) sin 5◦. sin 15◦. sin 25◦... sin 65◦. sin 75◦. sin 85◦

(b) sin2 10◦ + cos 70◦. cos 50◦

(c) sin2 50◦+ sin2 70◦− cos 50◦. cos 70◦

(d) cos
π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7

(e) cos
2π

9
+ cos

4π

9
+ cos

6π

9
+

cos
8π

9

Bài 8.26. Rút gọn các biểu thức sau:

(a) cos 11x. cos 3x− cos 17x. cos 9x

(b) sin 18x. cos cos13x− sin 9x. cos 4x

(c) sin x. sin(
π

3
− x). sin(

π

3
+ x)

(d) 8 cos x. cos(
π

3
− x). cos(

π

3
+ x) + 1

(e) cos x. cos 2x. sin 3x− 1
4

sin 12x

(f) 4 sin 2x. sin 5x. sin 7x− sin 4x

(g) sin 2x. cos 4x. sin 6x +
1
4

cos 12x

(h) sin x. sin 2x. sin 3x− 1
4

sin 4x

(i) sin 4x. sin 10x− sin 11x. sin 3x− sin 7x. sin x

(j) cos
x
2

. cos
3x
2
− sin x. sin 3x− sin 2x. sin 3x

(k) sin
7x
2

. cos
3x
2

+ sin
x
2

. cos
5x
2

+ sin 2x. cos 7x

(l) cos 2x + cos 4x + cos 6x− 4 cos x. cos 2x. cos 3x− 2
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(m) sin x(1 + 2 cos 2x + 2 cos 4x + 2 cos 6x)

Bài 8.27. Rút gọn các biểu thức sau:

(a) cos x + cos 3x + cos 5x + ... + cos(2n− 1)x

(b) sin
π

n
+ sin

2π

n
+ sin

3π

n
+ ... + sin

(n− 1)π
n

(c) cos
π

n
+ cos

3π

n
+ cos

5π

n
+ ... + cos

(2n− 1)π
n

(d) (1 +
1

cos x
)(1 +

1
cos 2x

)(1 +
1

cos 3x
)...(1 +

1
cos 2n−1x

)

(e)
1

sin 2x
+

1
sin 4x

+
1

sin 8x
+ ... +

1
sin 2nx

(f) sin3 x
3
+ 3 sin3 x

3
+ 32 sin3 x

3
+ ... + 3n−1 sin3 x

3n

(g)
1

sin x
+

1
sin 2x

+ ... +
1

sin 2n−1x

(h)
1

cos x. cos 2x
+

1
cos 2x. cos 3x

+ ... +
1

cos(n− 1)x. cos x

Bài 8.28. Cho tam giác ABC. Chứng minh các bất đẳng thức sau:

(a) sin A + sin B + sin C ≤ 3
√

3
2

(b) cos A + cos B + cos C ≤ 3
2

(c) tan A + tan B + tan C ≥ 3
√

3

(d) cos A. cos B. cos C ≤ 1
8
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½CHƯƠNG½

9
£££

PHƯƠNG PHÁP VÀ KĨ THUẬT
CHỨNG MINH

§1. SUY LUẬN PHẢN CHỨNG

A LÝ THUYẾT VÀ VÍ DỤ

Tính chất 9.1. A⇒ B⇔ B⇒ A hoặc A⇒ B⇔ B⇒ S S là mệnh đề hằng sai.

Phương pháp chứng minh phản chứng là một phương pháp chứng minh gián
tiếp, để chứng minh mệnh đề A⇒ B ta chứng minh mệnh đề tương đương với nó
là B⇒ A.

Điểm mạnh của phương pháp này là ta đã tạo thêm được giả thiết mới B, để từ
đó giúp ta suy luận tiếp để giải quyết được bài toán.

Tất nhiên việc viết lại mệnh đề B một cách chính xác là điều quan trọng, cái này
chú ý một số quy tắt về mệnh đề.

Phương pháp này được sử dụng hầu hết trong các phân môn của toán là: đại số,
số học, hình học, tổ hợp. Ở đây ta chỉ đề cập đến các bài toán tổ hợp.

Ví dụ 9.1. (Nguyên lý Dirichlet) Có nk + 1 viên bi, bỏ vào trong k cái hộp. Chứng
minh rằng có ít nhất một hộp có ít nhất là là n + 1 viên bi.

Ví dụ 9.2. Có tồn tại hay không một cách điền các số 0, 1, 2, 3, · · · , 9 vào các đỉnh
của một đa giác 10 đỉnh sao cho hiệu hai số ở hai đỉnh kề nhau chỉ có thể nhận một
trong các giá trị sau:−5,−4,−3, 3, 4, 5.

Ví dụ 9.3. Điền các số 1,2,3,...,121 vào một bảng ô vuông kích thước 11× 11 sao cho
mỗi ô chứa một số. Tồn tại hay không một cách điền sao cho hai số tự nhiên liên
tiếp sẽ được điền vào hai ô có chung một cạnh và các tất cả các số chính phương thì
nằm trong cùng một cột?

Ví dụ 9.4. Tập S được gọi là một tập cân nếu lấy từ S ra một phần tử bất kì thì các
phần tử còn lại của S có thể chia ra làm hai phần có tổng bằng nhau. Tìm số phần
tử nhỏ nhất của một tập cân.

Ví dụ 9.5. Cho F = {E1, E2, ..., Ek} là một họ các tập con có r phần tử của tập X.
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Nếu giao của r + 1 tập bất kì của F là khác rỗng, chứng minh rằng giao của tất cả
các tập thuộc F là khác rỗng.

Ví dụ 9.6. Cho A và B là các tập phân biệt và hợp của A và B là tập các số tự nhiên.
Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n tồn tại các số phân biệt a, b > n sao cho
{a, b, a + b} ⊂ A hoặc {a, b, a + b} ⊂ B.

Ví dụ 9.7. Trong mặt phẳng tọa độ thì một điểm mà hoành độ và tung độ đều là
các số nguyên được gọi là điểm nguyên. Chứng minh rằng không tồn tại tam giác
đều nào mà các đỉnh đều là điểm nguyên.

Ví dụ 9.8. Cho S là tập vô hạn các phần tử và P(S) là họ các tập con của S. Chứng
minh rằng không tồn tại một song ánh từ S và P(S).

Ví dụ 9.9. Trong một bữa tiệc có 2n người tham gia. Mỗi người có một số chẵn
người quen trong đó (A quen B thì B cũng quen A). Chứng minh rằng tồn tại hai
người có cũng một số chẵn người quen chung trong bữa tước.

Ví dụ 9.10. Cho A là tập con có 19 phần tử của tập {1, 2, · · · , 106} sao cho không
có hai phần tử nào có hiệu bằng 6, 9, 12, 15, 18. Chứng minh rằng có 2 phần tử thuộc
A có hiệu bằng 3.

Ví dụ 9.11. Một hình vuông n× n ô được tô bởi hai màu đen trắng, sao cho trong 4
ô góc thì 3 ô được tô màu đen, 1 ô được tô màu trắng. Chứng minh rằng trong hình
vuông có ô vuông 2× 2 mà có số ô màu đen là số lẻ.

B BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 9.1. Cho các số a, b, c nguyên lẻ. Chứng minh rằng phương trình ax2 + bx + c =
0 không có nghiệm hữu tỷ.

Bài 9.2. Tìm một đa thức bậc ba nhận α =
3
√

2 +
3
√

4 làm nghiệm. Từ đó chứng
minh α là một số vô tỉ.

Bài 9.3. Chứng minh rằng trong một tam giác có hai phân giác bằng nhau thì tam
giác đó là tam giác cân.

Bài 9.4. Có tồn tại hay không tam giác ABC thỏa các đường cao AH, trung tuyến
BM và phân giác CD cắt nhau tạo thành 1 tam giác vuông.

Bài 9.5. Cho hình vuông ABCD, bên trong hình vuông ABCD lấy điểm M sao cho
∠MAB = ∠MBA = 15◦. Chứng minh rằng tam giác MCD đều.

Bài 9.6. Một hình vuông 8× 8 có thể phủ được bằng các hình T-tetrominoes và 1
hình vuông 2x2 không?

216



Bài 9.7. Chứng minh rằng hình vuông 10x10 không thể phủ bởi các hình chữ nhật
1× 4.

Bài 9.8. Mỗi phần tử của bảng vuông 25× 25 đều có số +1 hoặc −1. Gọi ai là tích
của tất cả các phần tử trên hàng thứ i, và bj là tích của tất cả các phần tử trên cột
thứ j. Chứng minh rằng

a1 + b1 + · · ·+ a25 + b25 ̸= 0.

Bài 9.9. Điền các số 1, 2, 3, . . . , 81 vào bảng 9 × 9. Chứng minh rằng tồn tại bảng
con 2× 2 có tổng của 4 số được điền trong nó lớn hơn 137.

Bài 9.10. Cho n là một số nguyên dương. Chứng minh rằng không tồn tại các số
nguyên dương x và y sao cho:

√
n +
√

n + 1 <
√

x +
√

y <
√

4n + 2

Bài 9.11. Cho các số a1, a2, a3, a4 thỏa
−1
2
≤ ai ≤

1
2

với i = 1, 2, 3, 4. Chứng minh

rằng nếu tổng của 3 số bất kì trong bốn số là một số nguyên thì a1 = a2 = a3 = a4.

Bài 9.12. Giải bóng đá PTNK league gồm 18 đội tham gia. Thể thức giải đấu là đá
vòng tròn một lượt, tức là mỗi vòng 18 đội sẽ chia làm 9 cặp đấu với nhau, mỗi lượt
có đúng 9 trận, hai đội gặp nhau đúng một trận. Tới gần Tết âm lịch giải tạm dừng,
và giải đã diễn ra đúng 8 lượt trận. Chứng minh rằng tới thời điểm này có thể tìm
ra được 3 đội mà đôi một chưa đá với nhau.

Bài 9.13. Cho hai số nguyên dương m, n. Xét bảng ô vuông kích thước (2m + 1)×
(2n + 1), ban đầu trong mỗi ô vuông 1× 1 đặt một con kiến. Biết rằng sau đó mỗi
con kiến di chuyển sang một trong những ô vuông có chung cạnh với nó. Chứng
minh rằng sau khi các con kiến di chuyển có một ô vuông không có con kiến nào.

Bài 9.14. Một tập hợp có ít nhất 3 số nguyên dương phân biệt được gọi là tập cân
nếu có ít nhất một số lẻ và khi bỏ đi một phần tử bất kì thì các số còn lại có thể chia
thành hai tập hợp mà tổng các số trong hai tập hợp đó bằng nhau.

(a) Chứng minh số phần tử của tập cân luôn là một số lẻ.

(b) Có tồn tại hay không một tập cân có 5 phần tử? Tại sao?
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§2. SUY LUẬN QUY NẠP

Phương pháp chứng minh quy nạp dựa trên tiên đề về số tự nhiên như sau:

• 1 là một số tự nhiên.

• Mỗi số tự nhiên n, có một số liền sau nó, kí hiệu n′ cũng là số tự nhiên.

• Nếu hai số tự nhiên có số liền nhau bằng nhau thì bằng nhau.

• Giữa hai số tự nhiên liên tiếp không có số tự nhiên nào.

• Nếu mệnh đề P thỏa P(1) đúng và P(n) đúng suy ra P(n′) đúng thì P(n)
đúng với mọi n.

Từ đó ta có một số cách sau để chứng minh mệnh đề P(n) đúng với mọi số tự nhiên
n ≥ no.

Tính chất 9.2. (Quy nạp thường) Để chứng minh P(n) đúng với mọi n ≥ no ta có
thể thực hiện qua các bước sau:

• Chứng minh P(no) đúng.

• Giả sử P(n) đúng. Chứng minh P(n + 1) đúng.

Tính chất 9.3. (Quy nạp mạnh)

• Chứng minh P(no) đúng.

• Giả sử P(no) đúng với mọi no, no + 1, · · · , n. Chứng minh P(n + 1).

Tính chất 9.4. (Quy nạp bước nhảy)

• Chứng minh bài toán đúng với no, no + 1, no + t− 1.

• Giả sử P(n) đúng. Chứng minh P(n + t) đúng.

Tính chất 9.5. (Quy nạp lùi)

• Chứng minh P(n) đúng với dãy tăng thực sự các số nguyên dương n1, n2, · · · , nk, · · · .

• Chứng minh nếu P(n) đúng thì P(n− 1) đúng.

Phương pháp chứng minh quy nạp được sử dụng trong hầu hết các phần: Đại số,
số học, hình học và tổ hợp. Trong phần này ta chỉ xét đến các bài toán tổ hợp.
Đối với tổ hợp, quy nạp được sử dụng trong các tình huống như chứng minh sự
tồn tại, các bài toán đếm, các bài toán bất đẳng thức cực trị tổ hợp, và trong các bài
toán trò chơi...
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Đầu tiên là bài toán mà tôi nhớ mãi, bài toán thi vào lớp 10 Chuyên Toán PTNK
năm 1999, bài toán đem lại 10 điểm tuyệt đối cho tôi và vẫn mãi là kỉ niệm đáng
nhớ.

Ví dụ 9.12. Người ta lát nền nhà hình vuông kích thước n× n ô bằng các viên gạch
như hình vẽ dưới sao cho còn chừa lại một ô không lát.

(a) Hãy chỉ ra một cách lát như trên với nền nhà kích thước 4× 4 và 8× 8.

(b) Hãy chứng minh rằng luôn tồn tại một cách lát nền nhà có kích thước 2k × 2k

(k nguyên dương) với ô trống còn lại nằm ở vị trí (i, j) bất kì.

Ví dụ 9.13. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n ≥ 3 luôn tồn tại n số nguyên
dương phân biệt x1, · · · , xn thỏa

1
x1

+ · · ·+ 1
xn

= 1

Ví dụ 9.14. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên M tồn tại số tự nhiên n và cách
chọn các dấu + hoặc − sao cho M = ±12 ± 22 · · · ± n2.

Ví dụ 9.15.

(a) Hãy chỉ ra cách sắp 8 số nguyên dương đầu tiên 1, 2, ..., 8 thành một dãy
a1, a2, ..., a8 sao cho 2 số ai, aj bất kì (i < j) thì mọi số trong dãy nằm giữa ai và

aj đều khác
ai + aj

2
.

(b) Chứng minh rằng với N số nguyên dương đầu tiên 1, 2, ..., N luôn tìm được
cách sắp thành dãy a1, a2, ..., aN sao cho dãy thỏa mãn điều kiện như câu a).

219



Ví dụ 9.16.

(a) Chứng minh với N ≥ 3, luôn luôn có N số chính phương đôi một khác nhau
sao cho tổng của chúng là một số chính phương.

(b) Chứng minh rằng với mọi số nguyên mn ≥ 3 bao giờ cũng xây được một bảng
chữ nhật gồm m× n số chính phương đôi một khác nhau cho tổng của mỗi
dòng là một số chính phương và tổng của mỗi cột là một số chính phương.

Ví dụ 9.17.

(a) Cho bốn số nguyên dương a1, a2, a3, a4 sao cho 1 ≤ ak ≤ k với mọi k = 1, 2, 3, 4
và tổng S = a1 + a2 + a3 + a4 là một số chẵn. Chứng minh rằng có ít nhất một
trong các số dạng ±a1 ± a2 ± a3 ± a4 có giá trị bằng 0.

(b) Cho 1000 số nguyên dương a1, a2, ..., a1000 sao cho 1 ≤ ak ≤ k với k = 1, 2, ..., 1000
và tổng S = a1 + a2 + ... + a1000 là một số chẵn.
Hỏi trong các số có dạng ±a1 ± a2...± a1000 có số nào bằng 0 hay không? Giải
thích vì sao?

Ví dụ 9.18. (USAMO 2002) Cho tập S có 2002 phần tử, số tự nhiên k thỏa 0 ≤ k ≤
22002 chứng minh rằng tồn tại cách tô màu các tập con của S bằng hai màu xanh và
đỏ thỏa:

(a) Có đúng k tập được tô màu đỏ.

(b) Hợp của hai tập đỏ là một tập đỏ.

(c) Hợp của hai tập xanh là một tập xanh.

Ví dụ 9.19. Trong cuộc họp có 2n (n ≥ 2) người, một số người bắt tay nhau và
người ta đếm được có n2 + 1 cái bắt tay. Chứng minh rằng có 3 người đôi một bắt
tay nhau.
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Ví dụ 9.20. Lúc đầu có n lít nước để vào một số lu, mỗi lu chứa đúng một số nguyên
dương lít nước, ta thực hiện cách đong nước như sau: nếu số nước ở lu A nhỏ hơn
hoặc bằng lu B thì ta có thể cho hết nước của B vào A một lượng bằng lượng nước
lu A đang có.

(a) Nếu có 3 lu nước chứa lần lượt 2, 3, 8 thì có thể đưa về hai lu không? Tại sao?

(b) Nếu n = 1024. Chứng minh rằng ta có thể đưa số nước hết về một lu. Giả sử
lu này là lu lớn, chứa đủ số nước đã có.

Ví dụ 9.21. Trong một bảng m× n các số thực. Trong mỗi cột người ta đánh đấu ít
nhất p số lớn nhất, trong mỗi dòng người ta đánh dấu ít nhất q số lớn nhất. Chứng
minh rằng có ít nhất pq ô đánh dấu 2 lần.

Ví dụ 9.22. (Russia 1993) Có n số tự nhiên từ 1 đến n được viết thành một dòng
theo một thứ tự nào đó. Mỗi bước thực hiện biến đổi như sau: nếu số đầu tiên là k
thì k số đầu tiên sẽ được viết theo thứ tự ngược lại. Chứng minh rằng sau hữu hạn
bước thì số đầu tiên của dòng là số 1.

Ví dụ 9.23. (Chọn đội tuyển PTNK 2014) Tìm số nguyên dương n lớn nhất thỏa
mãn các điều kiện sau:

i) n không chia hết cho 3;

ii) Bảng vuông n × n ô không thể được phủ kín bằng 1 quân tetramino 1 × 4
và các quân trimino kích thước 1× 3. Trong phép phủ các quân tetramino và
trimino được phép quay dọc nhưng không được phép chườm lên nhau hoặc
nằm ngoài ra bảng vuông.

Ví dụ 9.24. Chứng minh rằng số tập con của một tập hợp có n phần tử là 2n.

Ví dụ 9.25. An và Bình cùng chơi một trò chơi. Ban đầu trên bàn có 99 viên kẹo.
Hai người thay phiên nhau bốc kẹo, mỗi lần được bốc k viên kẹo với k ∈ {1, 2, 7}.
Người nào bốc được viên kẹo cuối cùng là người thắng. An đi trước, hỏi ai là người
có chiến thuật thắng, người đi trước hay người đi sau?

A BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 9.15. Chứng minh các đẳng thức sau đúng với mọi số nguyên dương n:

(a) 12 + 22 + ... + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6

(b) 13 + 23 + ...n3 = (1 + 2 + ... + n)2
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(c)
1

1.2.3
+

1
2.3.4

+ ... +
1

n(n + 1)(n + 2)
=

n(n + 3)
4(n + 1)(n + 2)

(d) 1− x
1!

+
x(x− 1)

2!
− ...+(−1)n x(x− 1)...(x− n + 1)

n!
= (−1)n (x− 1)(x− 2)...(x− n)

n!

(e)
1

n + 2
+

1
n + 2

+ ... +
1

2n
= 1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+ ... +

1
2n− 1

− 1
2n

Bài 9.16. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n thì:(
1− 1

n2

)(
1− 1

(n + 1)2

)
...
(

1− 1
(2n− 1)2

)
= 1− 1

2n− 1

Bài 9.17. Cho n, k là các số nguyên dương và n ≥ k. Đặt Ck
n =

n!
k!(n− k)!

.

(a) Chứng minh Ck
n = Ck

n−1 + Ck−1
n−1.

(b) Chứng minh (x + y)m = xm + C1
mxm−1y + ... + Cm−1

m xym−1 + ym.

Bài 9.18. Chứng minh với mọi số nguyên dương n thì

(n + 1)! = 1 +
1!1

0!
+

2!2

1!
+ ... +

n!2

(n− 1)!

Chứng minh rằng

(a) 2n > n2 với mọi n ≥ 5

(b) n! > 3n với mọi n > 7.

Bài 9.19. Nếu an là các số thực dương hoặc tất cả đều thuộc [−1; 0] thì
n

∏
k=1

(1 + ak) ⩾

1 +
n

∑
k=1

ak.

Bài 9.20. Cho dãy số an thỏa a1 = 1, an+1 − an = n + 1∀n. Chứng minh rằng an =
n(n + 1)

2
.

Bài 9.21. Cho dãy an thỏa a1 = 2, an+1 = 2an + 1∀n. Chứng minh rằng an + 1 =

3.2n−1.

Bài 9.22. (Fibonacci). Cho dãy số fn được xác định như sau f1 = 1, f2 = 1, fn+1 =

fn + fn−1∀n > 1.
Chứng minh các tính chất sau:

(a) f1 + f2 + ... + fn = fn+2 − 1.
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(b) f1 + f3 + ... + f2n−1 = f2n.

(c) f 2
n = fn−1 fn+1 − (−1)n.

(d) f 2
1 + f 2

2 + ... + f 2
n = fn fn+1.

(e) f1 f2 + f2 f3 + ... + f2n−1 f2n = f 2
2n.

(f) m|n⇒ fm| fn.

Bài 9.23. Cho dãy số (un) được xác định: u1 = 2013, u2 = 2014, un+1 = un(un −
1) + 2, ∀n = 2, 3, ... Chứng minh rằng (u2

1 + 1)(u2
2 + 1)...(u2013 + 1) − 1 là một số

chính phương.

Bài 9.24. Chứng minh nếu x +
1
x

là số nguyên thì xn +
1
xn cũng là số nguyên với

mọi số nguyên dương n.

Bài 9.25. Gọi x1, x2 là nghiệm của phương trình x2 − 6x + 1 = 0. Đặt Sn = xn
1 + xn

2 .
Chứng minh rằng Sn không chia hết cho 5 với mọi n.

Bài 9.26. Cho a1, a2, ..., an là các số dương. Chứng minh rằng:

(a) (n− 1)(an
1 + an

2 + ... + an
n) + na1a2...an ≥ (a1 + ... + an)(an−1

1 + ... + an−1
2 ).

(b)
a1 + a2 + ... + an

n
≥ n
√

a1a2...an.

Bài 9.27. (USSR 1990) Cho a, b, c > 0 và a + b + c = 1. Xét f (x) = ax2 + bx + c.
Chứng minh rằng với mọi x1, x2, ..., xn thỏa x1x2...xn = 1 thì

f (x1) f (x2)... f (xn) ≥ 1

Bài 9.28. Chứng minh rằng

(a) 52n + 3n− 1 chia hết cho 9.

(b) 3.52n+1 + 23n+1 chia hết cho 17.

(c) 23n
+ 1 chia hết cho 3n+1

Bài 9.29. Chứng minh rằng với mọi số tự nguyên dương n thì (n + 1)(n + 2)...(n +

n) chia hết cho 2n.

Bài 9.30. Cho n = 2k. Chứng minh rằng trong 2n − 1 số tự nhiên bất kì thì luôn
chọn được n số sao cho tổng của chúng chia hết cho n.
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Bài 9.31. Chứng minh với số tự nhiên n luôn có thể phân tích thành tích các thừa
số nguyên tố một cách duy nhất. Tức là nếu n = p1 p2...pk = q1q2...qm thì m = k và
q1, q2, ..., qm là một hoán vị của p1, p2..., pk.

Bài 9.32. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n thì phương trình a2 + b2 =

cn có nghiệm nguyên.

Bài 9.33. Đặt Tn = 1 + 2 + ... + n. Chứng minh rằng tồn tại vô hạn các số tự nhiên
n để Tn là số chính phương.

Bài 9.34. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương M tồn tại số nguyên dương
n và cách chọn các dấu + hoặc − sao cho M = ±12 ± 22 ± ...± n2.

Bài 9.35. Chứng minh rằng phương trình với mọi số nguyên dương n ≥ 3 thì luôn

tồn tại các số nguyên dương x1, x2, .., xn phân biệt thỏa phương trình
1
x1

+
1
x2

+ ...+

1
xn

= 1.

Bài 9.36. Cho x1 ≡ a1 (modm) , x2 ≡ a2 (modm) , ..., xn ≡ an (modm). Chứng
minh rằng:

n

∏
i=1

xi ≡
n

∏
i=1

ai (modm)

Bài 9.37. (IMO 2013) Cho các số nguyên dương n, k. Chứng minh rằng tồn tại k số
nguyên dương m1, m2, ..., mk sao cho:

1 +
2k − 1

n
= (

1
m1

+ 1)(
1

m2
+ 1)...(

1
mk

+ 1)

Bài 9.38. (Định lý nhỏ Fermat) Cho p là số nguyên tố. Chứng minh rằng với mọi số
tự nhiên a thì ap − a chia hết cho p.

Bài 9.39. (Kvant M2277) Chứng minh rằng tổng

S = 1n + 2n + ... + (2k − 1)n

chia hết cho 2k−1 với mọi số nguyên dương k, n.

Bài 9.40.

(a) Hãy chỉ ra cách sắp 8 số nguyên dương đầu tiên 1, 2, ..., 8 thành một dãy
a1, a2, ..., a8 sao cho 2 số ai, aj bất kì (i < j) thì mọi số trong dãy nằm giữa ai và

aj đều khác
ai + aj

2
.
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(b) Chứng minh rằng với N số nguyên dương đầu tiên 1, 2, ..., N luôn tìm được
cách sắp thành dãy a1, a2, ..., aN sao cho dãy thỏa mãn điều kiện như câu a).

Bài 9.41.

(a) Chứng minh với N ≥ 3, luôn luôn có N số chính phương đôi một khác nhau
sao cho tổng của chúng là một số chính phương.

(b) Chứng minh rằng với mọi số nguyên mn ≥ 3 bao giờ cũng xây được một bảng
chữ nhật gồm m× n số chính phương đôi một khác nhau cho tổng của mỗi
dòng là một số chính phương và tổng của mỗi cột là một số chính phương.

Bài 9.42. Người ta lát nền nhà hình vuông kích thước n× n ô bằng các viên gạch
như hình vẽ dưới sao cho còn chừa lại một ô không lát.

(a) Hãy chỉ ra một cách lát như trên với nền nhà kích thước 4× 4 và 8× 8.

(b) Hãy chứng minh rằng luôn tồn tại một cách lát nền nhà có kích thước 2k × 2k

(k nguyên dương) với ô trống còn lại nằm ở vị trí (i, j) bất kì.

Bài 9.43.

(a) Cho bốn số nguyên dương a1, a2, a3, a4 sao cho 1 ≤ ak ≤ k với mọi k = 1, 2, 3, 4
và tổng S = a1 + a2 + a3 + a4 là một số chẵn. Chứng minh rằng có ít nhất một
trong các số dạng ±a1 ± a2 ± a3 ± a4 có giá trị bằng 0.

(b) Cho 1000 số nguyên dương a1, a2, ..., a1000 sao cho 1 ≤ ak ≤ k với k = 1, 2, ..., 1000
và tổng S = a1 + a2 + ... + a1000 là một số chẵn. Hỏi trong các số có dạng
±a1 ± a2...± a1000 có số nào bằng 0 hay không? Giải thích vì sao?

Bài 9.44. An và Bình cùng chơi một trò chơi. Ban đầu trên bàn có 99 viên kẹo. Hai
người thay phiên nhau bốc kẹo, mỗi lần được bốc k viên kẹo với k ∈ {1, 4, 7}.
Người nào bốc được viên kẹo cuối cùng là người thắng. Hỏi ai là người có chiến
thuật thắng, người đi trước hay người đi sau?
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Bài 9.45. Có 64 viên bi được bỏ vào một vài hộp. Trong mỗi bước ta thực hiện như
sau: chọn ra hai hộp A có p viên bi và hộp B có q viên bi, p ≥ q và lấy q viên bi từ
hộp A bỏ sang hộp B. Chứng minh rằng có thể bỏ tất cả các viên bi vào một hộp.

Bài 9.46. Cho 2n điểm được nối với nhau bởi n2 + 1 đoạn thẳng. Chứng minh rằng
tồn tại 3 điểm tạo thành một tam giác.

Bài 9.47. Tìm tất cả các số tự nhiên N để hình vuông N × N có thể phủ được bằng
các hình vuông 5× 5 và các hình chữ nhật 1× 3.

Bài 9.48. Tìm số nguyên dương n lớn nhất thỏa mãn các điều kiện sau:

• n không chia hết cho 3;

• Bảng vuông n × n ô không thể được phủ kín bằng 1 quân tetramino 1 × 4
và các quân trimino kích thước 1× 3. Trong phép phủ các quân tetramino và
trimino được phép quay dọc nhưng không được phép chườm lên nhau hoặc
nằm ngoài ra bảng vuông.

Bài 9.49. (USAMO 2002) Cho tập S có 2002 phần tử, số tự nhiên k thỏa 0 ≤ k ≤
20022002 chứng minh rằng tồn tại cách tô màu các tập con của S bằng hai màu xanh
và đỏ thỏa:

(a) Có đúng k tập được tô màu đỏ.

(b) Hợp của hai tập đỏ là một tập đỏ.

(c) Hợp của hai tập xanh là một tập xanh.
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§3. NGUYÊN LÝ CỰC HẠN

Tính chất 9.6. Các tính chất sau xem như là tiên đề.

• Một tập con hữu hạn khác rỗng của tập số thực luôn tồn tại phần tử nhỏ nhất
và phần tử lớn nhất.

• Mọi tập con khác rỗng của R bị chặn trên đều tồn tại chặn trên nhỏ nhất.

• Mọi tập con khác rỗng của R bị chặn dưới đều tồn tại chặn dưới lớn nhất.

Trong nhiều bài toán, việc chọn đối tượng cực hạn (lớn nhất hoặc nhỏ nhất) giúp ta
thuận lợi trong suy luận.
Cũng như quy nạp, cực hạn cũng có nhiều ứng dụng rộng rãi trong các việc giải
quyết các bài toán tổ hợp.

Ví dụ 9.26. Tìm n lớn nhất sao cho tồn tại n điểm mà 3 điểm bất kì đều tạo thành
tam giác vuông.

Ví dụ 9.27. Trên một mặt bàn đặt một số các đồng xu với kích cỡ không giống nhau
đôi một (các đồng xu không được đè lên nhau và phải nằm sấp hoặc ngửa trên bàn).
Chứng minh rằng dù ta đặt như thế nào đi nữa, cũng luôn tồn tại một đồng xu chỉ
tiếp xúc được với nhiều nhất 5 đồng xu khác.

Ví dụ 9.28. Cho n điểm trong mặt phẳng biết rằng cứ 3 điểm bất kì tạo thành một
tam giác có diện tích không lớn hơn 1. Chứng minh rằng n điểm thuộc một hình
tam giác có diện tích không lớn hơn 4.

Ví dụ 9.29. (Sylvester) Trong mặt phẳng cho n điểm phân biệt, sao cho mỗi đường
thẳng đi qua hai điểm thì đi qua ít nhất một điểm khác. Chứng minh rằng n điểm
này cùng thuộc một đường thẳng.

Ví dụ 9.30. Cho 3 trường, mỗi trường có n học sinh, biết rằng cứ mỗi học sinh thì
quen ít nhất n+ 1 học sinh của hai trường khác. Chứng minh rằng có thể chọn được
từ mỗi trường một bạn sao cho 3 bạn này đôi một quen nhau.

Ví dụ 9.31. Một bữa tiệc có 10 học sinh tham gia, biết rằng mỗi học sinh quen với
ít nhất là 5 người. Chứng minh rằng có thể sắp xếp 10 học sinh ngồi vào một bàn
tròn sao cho hai người kế nhau thì quen nhau.

Ví dụ 9.32. Một bảng 2n× 2n ô, người ta đánh dấu bất kì 3n ô trong bảng. Chứng
minh rằng tồn tại n dòng và n cột sao cho 3n ô được đánh dấu thuộc n dòng và n
cột này.
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Ví dụ 9.33. Có (2n + 1) người đứng trên cùng một mặt phẳng, khoảng cách giữa
họ không giống nhau. Sau đó mỗi người bắn người gần họ nhất. Chứng minh rằng:

(a) Có ít nhất một người còn sống.

(b) Không ai bị bắn quá năm viên đạn.

(c) Các đường đạn không cắt nhau.

(d) Các đoạn đường đạn bay không tạo thành một đa giác khép kín.

Ví dụ 9.34. Một hành tinh có 20 quốc gia. Trong ba nước bất kỳ, luôn có hai nước
không thiết lập quan hệ ngoại giao với nhau. Chứng minh rằng, hành tình này có
tối đa 200 đại sứ quán.

Ví dụ 9.35. Với 2n + 3 điểm trong mặt phẳng, ba điểm bất kỳ không thẳng hàng
và bốn điểm bất kỳ không cùng nằm trên một đường tròn. Chứng minh rằng ta có
thể chọn ba điểm và vẽ được một đường tròn qua ba điểm đó. Trong 2n còn lại, có
n điểm nằm trong đường tròn và n điểm nằm ngoài đường tròn.

Ví dụ 9.36. Điền các số từ 1 đến n2 vào bảng vuông n× n. Chứng minh rằng có hai
ô kề nhau (kề cạnh hoặc kề đỉnh) mà hiệu của chúng không nhỏ hơn n + 1.

Ví dụ 9.37. Có N(N ≥ 3) chơi tenis vòng tròn một lượt. Cuối giải người ta thấy
rằng không có ai thắng tất cả các trận thi đấu. Chứng minh rằng có thể tìm được 3
người A, B, C sao cho A thắng B, B thắng C và C thắng A.

Ví dụ 9.38. Cho a, b là hai số tự nhiên nguyên tố cùng nhau. Gọi d = (a, b). Khi đó
tồn tại các số nguyên x, y sao cho

xa + yb = d
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§4. BẤT BIẾN VÀ ĐƠN BIẾN

Bài 9.50. Trên bảng có 2025 số 0 và 2026 số 1. Ta thực hiện các phép biến đổi sau:
xóa hai số bất kì trên bảng, nếu chúng bằng nhau thì viết số 0 lên bảng, nếu khác
nhau thì viết số 1 lên bảng. Hỏi sau cùng, số trên bảng còn lại là số nào?

Bài 9.51. Trên bàn có 25 đồng xu đang ở mặt sấp, mỗi lần thực hiện thao tác sau:
chọn 4 đồng xu và lật lại. Hỏi sau một số lần thực hiện ta có thể đưa các đồng vu
về mặt ngửa hết được không? Tại sao?

Bài 9.52. Viết 6 số 1, 0, 1, 0, 0, 0 theo thứ tự chiều kim đồng hồ lên một vòng tròn.
Mỗi bước thực hiện ta có thể tăng hai số lân cận lên 1 đơn vị. Có cách nào để 6 số
trên vòng tròn bằng nhau không?

Bài 9.53. Các số 1, 2, 3, · · · , 2025 được viết lên bảng. Cho phép xóa đi hai số và thay
bởi hiệu của chúng. Liệu có thể thu được một bảng toàn số 0 hay không?

Bài 9.54. Trên bảng viết các số 1, 2, . . . , 1000. Ở mỗi bước cho phép thay một số
bằng tổng các chữ số của nó. Quá trình dừng lại khi có toàn các số có một chữ số.
Hỏi số số 1 còn lại trên bảng nhiều hơn hay số số 2 còn lại trên bảng nhiều hơn?

Bài 9.55. Cho n là số nguyên dương lẻ. Viết các số 1, 2, . . . , 2n lên bảng đen. Sau đó
ta xóa hai số a, b bất kỳ và viết lên bảng số |a− b|. Thực hiện thao tác trên cho đến
khi trên bảng chỉ còn đúng một số. Chứng minh rằng số còn lại trên bảng là số lẻ.

Bài 9.56. Một bàn cờ vua, có một có mã đang đứng vị trí ô dưới trái. Hỏi con mã
có thể đi hết các ô trong bàn cờ và kết thúc ở vị trí ô góc phải trên được không? Tại
sao?

Bài 9.57. Hình vuông 8× 8 bỏ đi hai ô ở góc đối nhau. Có thể phủ phần còn lại bởi
31 quân đômino 1× 2 không? Nếu bỏ hai ô bất kì thì sao?

Bài 9.58. Các số 1, 2, 3, · · · , 20 được viết lên bảng. Mỗi phép biến đổi, ta xóa hai số
a, b và thêm và số a + b− 1. Số nào sẽ còn lại trên bảng sau 19 bước?

Bài 9.59. Một bảng vuông 8× 8 có 1 ô màu đen và các ô còn lại màu trắng. Liệu có
thể làm cho cả bảng màu trắng bằng cách tô lại các hàng và cột không? Ở đây, tô lại
một hàng hay một cột được hiểu là phép đổi màu tất cả các ô trên hàng hoặc cột đó.

Bài 9.60. Có 46 con tắc kè xanh, 30 con tắc kè đỏ và 50 con tắc kè vàng trên một hòn
đảo. Khi hai con tắc kè khác màu gặp nhau, chúng đổi sang màu còn lại. Liệu có
thể đến một lúc nào đó tất cả các con tắc kè có cùng màu hay không?
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Bài 9.61. Trên bảng có hai số 2 và 3. Thực hiện việc ghi số theo quy tắc sau: Nếu
trên bảng có hai số a, b thì được phép ghi thêm số c = a + b + ab. Hỏi bằng cách đó
có thể ghi được các số 2022 và 2312 hay không?

Bài 9.62. Các số a1, a2 . . . , an có giá trị là 1 hoặc −1. Cho:

S = a1a2a3a4 + a2a3a4a5 + · · ·+ ana1a2a3 = 0.

Chứng minh rằng 4 | n.

Nhận xét: Đây là một bài toán lý thuyết số, nhưng nó cũng có thể được giải bằng
phương pháp bất biến. Tính bất biến của bài toán là khi đổi dấu ai bất kỳ thì tổng
S vẫn luôn chia hết cho 4.

Bài 9.63. Trên bảng viết các số 6, 7, 10, 12, 20. Mỗi bước cho phép chọn hai số a, b và
thay bởi a + b, ab. Hỏi có thu được 30, 36, 54, 210, 240 hay không?

Bài 9.64. Chứng minh rằng với mọi n thì có thể phủ hình vuông kích thước 2n × 2n

bằng các hình tromino sau khi bỏ đi một ô bất kì.

Bài 9.65. Một hình vuông 8× 8 bỏ đi 2 ô ở hai góc đối diện có thể phủ bằng các
hình domino 1× 2 được không? Tại sao?

Bài 9.66. Có thể phủ bàn cờ 8× 8 bằng 15 hình T-tetromino và 1 hình O-tetromino
hay không? Tại sao?

Bài 9.67. Chứng minh rằng 1 hình vuông 10× 10 không thể phủ bởi 25 I-tetronmino.
Với n nào thì bảng vuông n× n có thể phủ được bởi các hình I-tetromino?Tại sao?

Bài 9.68. Tìm n nhỏ nhất để hình vuông n× n có thể phủ được các hình L-tromino.

Bài 9.69. Cho bảng vuông n× n bỏ đi bốn ô ở góc. Hỏi với giá trị nào của n thì phủ
được bởi các hình L-tetromino.

Bài 9.70. Một bảng vuông 5× 5 được phủ bằng 8 hình L-tromino. Xác định vị trí ô
vuông của bảng mà không bị phủ?

Bài 9.71. Hai tam giác vuông cân có cạnh góc vuông bằng 1 ghép lại thành một tam
giác vuông cân cạnh

√
2 thì ta gọi là dạng hình T, ghép lại thành hình bình hành thì

ta gọi hình P.
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(a) Xét hình vuông 4× 4, hãy chỉ ra một cách phủ hình vuông này bằng các hình
dạng T và P.

(b) Tìm tất cả các số nguyên dương m, n ≥ 2 để hình chữ nhật kích thước m× n
có thể phủ được bằng các hình dạng T và P.
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§5. ÔN TẬP

Bài 9.72. Cho tập A có 7 phần tử, giả sử mỗi tập con có 3 phần tử của A được tô
một màu, sao cho hai tập rời nhau (giao nhau bằng rỗng) thì có màu khác nhau.
Tìm số màu ít nhất để tô được thỏa điều kiện.

Bài 9.73. Số tự nhiên n ≥ 2 được gọi là số thân thiện nếu tồn tại n tập con A1, A2, · · · , An

của X = {1, 2, · · · n} sao cho:

• i /∈ Ai với mọi i = 1, n.

• i ∈ Aj nếu và chỉ nếu j /∈ Ai với i, j ∈ X.

• Ai ∪ AJ khác rỗng với mọi i, j ∈ X.

(a) Chứng minh 7 là số thân thiện.

(b) Chứng minh n là thân thiện khi và chỉ khi n ≥ 7.

Bài 9.74. Có 5 số thực có giá trị tuyệt đối không lớn hơn 1 và có tổng bằng 1, được
viết trên một đường tròn, mỗi số viết một lần. Chứng minh rằng có thể có chọn
được 3 số liên tiếp a, b, c sao cho a + b, b + c, a + b + c không âm.

Bài 9.75.

(a) Hãy chỉ ra cách sắp 8 số nguyên dương đầu tiên 1, 2, ..., 8 thành một dãy
a1, a2, ..., a8 sao cho 2 số ai, aj bất kì (i < j) thì mọi số trong dãy nằm giữa ai và

aj đều khác
ai + aj

2
.

(b) Chứng minh rằng với N số nguyên dương đầu tiên 1, 2, ..., N luôn tìm được
cách sắp thành dãy a1, a2, ..., aN sao cho dãy thỏa mãn điều kiện như câu a).

Bài 9.76. Cho tập A chứa 2019 số nguyên dương bất kì. Chứng minh rằng ta có thể
chọn được hai số trong tập A sao cho tổng của hai số này không là ước của tổng
2017 số còn lại.

Bài 9.77. Có n số tự nhiên từ 1 đến n được viết thành một dòng theo một thứ tự
nào đó. Mỗi bước thực hiện biến đổi như sau: nếu số đầu tiên là k thì k số đầu tiên
sẽ được viết theo thứ tự ngược lại. Chứng minh rằng sau hữu hạn bước thì số đầu
tiên của dòng là số 1.

Bài 9.78. Có N(N ≥ 3) chơi tenis vòng tròn một lượt. Cuối giải người ta thấy rằng
không có ai thắng tất cả các trận thi đấu. Chứng minh rằng có thể tìm được 3 người
A, B, C sao cho A thắng B, B thắng C và C thắng A.
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